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Kap. 0
Grundlagen zur Linearen Algebra




Klassische Algebra

Ausgangspunkt: Losung von algebraischen Gleichungen

Gleichungen
Auflosbarkeit von Gleichungen
(Galoistheorie)

Fundamentalsatz der Algebra (Existenz
von Wurzeln ganzrationaler Funktionen)

Naherungsverfahren zur LOsung von
Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren)

Beispiel: a,*x" +.... +a,;x'+a,= 0
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Moderne Algebra

Die moderne Algebra hat sich
Inzwischen grundlegend gewandelt.

Aus der Theorie der Gleichungen ist die
Theorie der algebraischen Strukturen
geworden,

Gegenstande des Interesses sind u.a.
Gruppen, Ringe, Korper, Algebren

und deren Anwendungen usw..
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Lineare Algebra
Ausgangspunkt: Losung linearer Gleichungssysteme

Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Definition 0.1: Ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten
und in m Gleichungen ist:

a, X, +a X, +A +a'x.
1 2 n
a, X, +a,x, +A +a,Xx,

M
a x, +a . x,+A +a'x =b

b,
b

2

Z

m

Die a; sind die Koeffizienten aus R. Die b, sind weitere Zahlen,

auch die Konstanten genannt, und die X, sind die Unbestimmten,
bzw. die Unbekannten, die Veranderlichen.
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ax +a X, +A +a'x =b
u L ; 1 :j 2 A ; n:bZ
Lineare Gleichungssysteme TR

ax +a.x,+A +a.x =b_

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
werden zusammengefasst zu einer Matrix:

/ 1 2 n\

a a .. a

1 2 n

A= | @, & ... &
M M
la. a, ... a
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ax +a X, +A +a'x =b
1 2 n
ax +a,X, +A +a,x, =hb,

Lineare Gleichungssysteme M M

ax +a.x,+A +a.x =b_

Definition 0.2 Matrixoperation:
Eine Matrix A der obigen Form wirkt auf einen Spaltenvektor x auf
die folgende Weise:

1 2 n \
(alx, +a’x, +A +ax, (X, )
P a,Xx, +a., X, +A +a,x, v — | X
' M M M
1 2 n X
\a,x, +a X, +A +a,x, ) \"n/

dadurch wird eine Abbildung definiert
L,:R"—> R™ x— AX

Rn, R™ sind ,,Vektorraume® und L, ist eine ,lineare* Abbildung
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ax +a X, +A +a'x =b
1 2 n
ax +a,X,+A +a,x =b,

Lineare Gleichungssysteme . .

ax +a.x,+A +a.x =b_

Mit dieser Notation hat das lineare Gleichungssystem aus 1.1 die
Form:

AX =D
Die in 1.2 eingeflihrte Matrixoperation liefert eine Abbildung
L,: R"—> R™ X —> AX

Die Frage, ob Ax =b eine LOsung hat, lasst sich daher auffassen,
ob b in der Bildmenge Bi(L,):= {Ax X € [R“} von L, vorkommt.

Die lineare Algebra ist das Studium von
Vektorraumen und linearen Abbildungen
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Grundbegriffe
Produkt

+  weitere zweistellige Grundoperation der Mengenlehre:

AXB = {(ab)|a€ A und be B}

(kartesisches) Produkt

* verallgemeinerte Produktbildung fiir n Mengen (n2 2) :

Al X ... X An = {(al an) | ai€ Ai }

*  Elemente des Produkts von n Mengen heissen (n)-1Tupel.

+ spezielle Bezeichnungen fiir Tupel:
* n=2: Paare
* n=3 Tripel
* n=4: Quadrupel
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Produkt von Mengen
Verallgemeinerung

Definition 0.3 Sei (A, i €l) eine Familie von Mengen.

Eine Menge X zusammen mit einer Familie von Abbildungen p;: X 2> A,
heil3t (kartesisches) Produkt der (A, i €l), wenn folgendes gilt:

Zu jeder Menge Y und jeder Familie von Abbildungen
f.:Y = A existiert genau eine Abbildung f*: Y = X mit

P

pi* =1,

Schreibweise: IT A,

=
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Relationen

Definition 0.4

Eine n-stellige Relation R ist eine Teilmenge
des karthesischen Produktes von n Mengen A,,

A,,.. A.:

RcA; xA, x...xA]

Schreibweise:
(a,, a,,...,a,) € R <> R (a,;, a,,...,a,)
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Relationen
Beispiele

1. Datenbanken: Tabelle
Beispiel: adressen(a1,a2,...,an)

adressen

o
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Relationen
Beispiele

2. n-stellige Pradikate (= Fakten)

Satz (2-stell. Pradikat): Subjekt - Pradikat — Objekt

Pradikat
Y

Pradikat (Funktor)  Argumente

Schreibweise (Subjekt, Objekt)

Anzahl d. Argumente = Stelligkeit

Allgemein: n-stelliges Pradikat p(a,,... , a,)
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Anwendungen in der Informatik
Beispiel: Deklarative Programmiersprache Prolog

Fir was steht PROLOG?

/[

PROgramming in EOGic

PR
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u
Gy, Y Y
il H 2
St & it L

1. Imperatives Programmieren

2. Funktionales Programmieren
Hﬂj> 3. Deklaratives Programmieren*

4. Objektorientiertes Programmieren

* Es wird beschrieben, WAS das Problem ist, nicht jedoch wie dieses zu
|6sen ist. Die Losung muss der Computer finden.
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o

PROgrammieren in EG8ig

Anfrage
Fakten
und Eelen <
Regeln :
tiplel :>
Regem Antwort
Prolog_— Pro_log— Benutzer
Progammierer Programiersystem
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o

PROgrammieren in EG8ig

Fakten = n-stellige Pradikate

p(aq,...,a,)

p Ist der Name des Fakts
a,, ..., a, sind die Argumente des Fakts
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Fakten 7}

Beispiele:

Schreibweise in Prolog: Natirliche Bedeutung:
 scheint(sonne). * Die Sonne scheint.

* €S_regnet. e ES regnet.

* mensch(sokrates). e Sokrates ist ein Mensch.

e mannlich(daniel). » Daniel ist mannlich.

* liebt(johann,birgit). « Johann liebt Birgit.

* besucht(bernd,vorlesung). | | « Bernd besucht die Vorlesung.
o vater(hans, gabriel). e Hans ist der Vater von Gabriel.

-@ Universitat Bremen




o

PROgrammieren in EG8ig

Prologprogramm Regel
Wenn b1 und b2,..,und bn
-Fakten gelten,dann gilt auch f.

b,undb,,...undb, > f

i) -Regeln

Anfragen fi-by,b,,...,0..

Prologschreibweise
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Regeln

Die linke Seite (vor :-) ist wahr, wenn die rechte Seite
bewiesen werden kann.

Komma zwischen zwei Fakten = UND-Verknupfung.
zwischen zwel Fakten =
Es kann geklammert werden.

Verneinung: Mit not kann verneint werden.
Variable beginnen mit Grol3buchstaben oder Unterstrich
(z.B. X, Y, Student).

Die Regeln werden auch Horn-Klauseln genannt.
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o

PROgrammieren in EG8ig

Prologprogramm Gelten die Fakten
pl, p2,...,pn7?

*Fakten

*Regeln

Prologschreibwelse
||~-Anfragen ? pl ?32 ..., pn
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o

PROgrammieren in EG8ig

Fakten Prologprogramm
Sokrates ist ein Mensch. mensch(sokrates).
*Regeln |

Alle Menschen sind sterblich(X):- mensch(X).
sterblich.

Anfragen

Ist Sokrates sterblich? sterblich(sokrates).
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o

PROgrammieren in EG8ig

Die LOsung eines

person( heinrich, 25, m , fotograph).
person( heinrich, 25, m , gaernter).
person( ivon, 22, w, kindermaedchen).
person( berthold, 55, m , fahrer).

person( johann, 25, m,taschendieb).

hatte Beziehungen_zu(ivon,johann).
hatte_Beziehungen_zu(ivon,berthold ).
hatte_Beziehungen_zu(susanne,johann).

ermordet_mit(susanne,harter _Gegenstand).
ermordet(susanne).

Kriminalfalles

moerder(Moerder) :-
person(Moerder, , , ),
ermordet(Ermordete),
verdaechtig(Moerder),
befleckt_mit(Moerder,Substanz),
befleckt_mit(Ermordete,Substanz).




Relation

Spezialfall: Binare Relationen und Graphen

Eine binare Relation R kann durch einen
Graphen veranschaulicht werden in dem jedes
Tupel (a,b) als Kante zwischen den Knoten a
und b interpretiert wird.

(aab)ER ﬁ aéb

Umgekehrt entspricht jede Kante (a,b) eines
Graphen die zwei Knoten a und b verbindet
einer Relation R fur die

aRb als ,,a ist mit b direkt verbunden®
interpretiert werden kann.

@ Universitat Bremen




Relationen

Binare Relation

Definition 0.4

Eine binare Relation R ist eine Teilmenge des
karthesischen Produktes zweier Mengen A und B:

RcAxB
Fur
(a,b) e R
schreibt man auch
aRb oder R (a,b)

-@J Universitat Bremen



Binare Relationen

Reflexivitat

Eine binare Relation R — SxS ist reflexiv, wenn jedes
Element von S zu sich selbst in Relation steht:

Y X: xeS: xRx
Z B: die Relation ,,hat dieselbe Mutter wie“ ist reflexiv

Reflexive Relationen konnen durch einen Graphen
modelliert werden, bei dem alle Knoten Schlaufen
haben.

=
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Binare Relationen

Symmetrie

Eine binare Relation R — SxS ist symmetrisch, wenn
aus xRy auf yRx geschlossen werden kann:

V X,y: X,yeS: xRy = yRx
z. B.: die Relation ,,ist verheiratet mit“ ist symmetrisch

Symmetrische Relationen entsprechen ungerichteten
Graphen.

=
w Universitat Bremen




Binare Relationen

Transitivitat

Eine binare Relation R < SxS ist transitiv, wenn
aus xRy und yRz auf xRz geschlossen werden
kann:

V X,y¥,zeS: (XRy A YRz) =xRz

z. B.: die Relation ,,ist Vorfahre von“ ist transitiv

=
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Aquivalenzrelation

ein zentraler Begriff der Mathematik

Definition 0.5: Aquivalenzrelation

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine binére
Relation ~ auf M, die

= reflexiv, VXxeM: X ~ X
* symmetrisch vV XxyeM: X~y =2>Yy~X,und
stransitiv VXxy,zeM:x~yundy~z-> x~zist.

Definition 0.6 Aquivalenzklasse

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und a M. Dann heift die
Menge der zu a dquivalenten Elemente die Aquivalenzklasse
von a.

[a] := {x €M; x~ a}.
Definition 0.7

M/~ :={[a]; a € M } = Menge der Aquivalenzklassen von ~
heillst der Quotientenraum von M bzgl. ~

=
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Partitionen
Definition 0.8
Sei A eine Menge. Ein System P={Aic A,i | }aus
Teilmengen A, von A heil3t eine Partition auf A, falls

P1) die Vereinigung von P ganz A ist,
P2) P eine disjunkte Mengenfamilie ist und
P3) jedes Element in P nicht leer ist.

d.h. ?i) U A/\, — A

M)J;fet A “Ag #yf 2R AX A
¥) Y At ’
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Aquivalenzrelationen
Beispiel: Funktionen

Sei f: A 2 B eine Funktion, dann definiert

a~a <>f(a)=1f(a)
eine Aquivalenzrelation auf A

A/~ :={[a]; a € A} = Menge der Aquivalenzklassen
von ~ ist der Quotientenraum von A bzgl. ~

=
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Aquivalenzrelationen und Partitionen

Satz 0.9: Aquivalenzrelationen und Partitionen
sind aquivalente Begriffe.

Bewels:

1) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A, dann definiert
der Quotientenraum A/~ eine Partition auf A.

2) SelP={A c A, 1 el }eine Partition auf A, dann definiert ~
mita,b € Ara~b €>Esgibt A € Pmitab € A
eine Aquivalenzrelation auf A.

3) Wendet 1 und 2 hintereinander an, so erhalt man jeweils
die Ausgangsaquivalenzrelation bzw. Ausgangspartition.

=
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Grundlegende Definitionen und Beispiele
Mengen mit Verknupfung

Definition 0.10.
(i) Eine VerknUpfung T auf einer Menge A ist eine Abbildung
T:-AxA->A
(@a,b)>aThb,
die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen a, b der Menge A ein
weiteres Element (a T b) € A zuordnet.

(if) Eine Verknupfung T heit assoziativ, wenn gilt
aT (bT c) =(aT b)Tc furalle a, b, c € A.

(iii) Die Verknupfung heif’t kommutativ oder abelsch genau dann, wenn
GiltaT b=bT afurallea, b € A.

Ist eine Verknupfung assoziativ, so liefern Ausdriicke der Form

a,T a,...T a, wohlbestimmte Elemente von A, das Resultat ist
unabhangig davon, wie man die Klammern setzt.
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

Definition 0.11

Es seien G eine nichtleere Menge,

eine Abbildung T: Gx G =2 G

und e G ein Element.

Man nennt (G, T,e) eine Gruppe, wenn gilt

G1) T ist assoziativ, V a,b,ccG: (aTb) Tc = aT (bTc)

G2) e ist ein neutrales Element:
V a €G: eTa=aTe=a

G3) alle Elemente haben ein Inverses,
VaeGIaleG:aTal'=alTa=e
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

G ist die Tragermenge der Gruppe,
T die Gruppenoperation.

Ist die Gruppenoperation kommutativ,
G4)va,beG:aTb=bTa

SO spricht man von einer
kommutativen oder abelschen Gruppe.
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Grundlegende Definitionen und Beispiele
Gruppen

Beispiele fur Gruppen:

e Die reellen Zahlen R mit der Addition,

« Die rationalen Zahlen ohne Null mit der Multiplikation (% {0}, 1]

 FUr jede nichtleere Menge M ist die Menge
S(M) :={f: M > M| f bijektiv}

aller bijektiven Selbstabbildungen mit der

Abbildungskomposition eine Gruppe.

S(M) heildt die symmetrische Gruppe auf M,

ihre Elemente heilden Permutationen von M.
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