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Kapitel Il. Elementare Theorie
der Vektorraume

Die grundlegenden Begriffe

,Erzeugendensystem®,
Jineare Unabhangigkeit “, und
_Basis”

werden eingefuhrt und studiert.

Diesen Begriffen liegt der Begriff der ,Linearkombination® zugrunde.



Der abstrakte Vektorraum?*
Wiederholung

Der Begriff des Vektorraumes ist wie folgt definiert:

Definition 1.3: Ein Vektorraum tber dem Koérper K ist eine additive
abelsche Gruppe V, also fur alle x,y,z aus V :
To(x+y)+z=x+(y+2)

2° Es qgibt O (Nullvektor) mit: x + 0=x=0+x .

3° Zu jedem x aus V existiert -x aus V mit x+(-x) = 0.
4° x+y=y+Xx,

zusammen mit einer Skalarmultiplikation KxV — V,(r,v)i>rv,
so dass fur alle x,y aus V und alle r,s aus K :

9% 1X =X.

eor(x +y)=rx+ry.

7°Er+s)x=rx+sx.
8° (rs)x = r(sx) .
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Der abstrakte Vektorraum
Wiederholung

Die Axiome 1-8 garantieren, dass man mit Summen,
Differenzen und Vielfachen wie gewohnt rechnen
darf. Insbesondere gelten:

« -a=(-1)a

« -(-a)=a

« (ath)=-a-Db

e« sa=0<&¢>s=0odera=0
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Bemerkungzusa=0 €¢>s =0odera=0
Soim, S0=0 m. $¥0.Damn gkt :
s (pa) = A0 =0 & 3‘80
()(%'B)O,: Ao = o
?o\%@ﬂ«m 1 9
S0 =0 M. 540 = a=0 I
Sa =0 => ( A=0 odles a=0)
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Der abstrakte Vektorraum

Satz 1.6: Sei V eine Vektorraum uber K.

Eine nichtleere Menge U in V ist genau dann ein
Untervektorraum, wenn gelten:

U1) fur alle x,y € U 2 x+y € U und

U2)faraller e Kundx e U > rx e U.

1.7 Beispiele: Sei V eine Vektorraum uber K.
1° {0} und V sind Untervektorraume von V.

2° SeixeV.
Dann ist die Men}ge Kx :={rx : r e K} ein Untervektorraum von V .

3° Sind U ,i € | eine Familie von Untervektorraumen von V, so ist
auch der Durchschnitt "U, eine Untervektorraum.
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Bemerkung:

x += {rx; re kG eVt lide
Bewlo MY, X € KX =D i
PRAT X < (rw)xe KX O

Spezialfall: {:(Xo,’\m

V= R?

= Rox

@ Universitit Bremen



Elementare Theorie der Vektorraume

Linearkombination und Erzeugendensystem

Definition 1.8 Sei V ein K-Vektorraum.

1°Fdr Vektoren a,, a,, ..., a,, €V unds,,s,, ..., s, € K,
heildt y=m

sa +sa,+..+sa =)>»

Linearkombination der a,, a,, ..., a

S d

p=1 —u
.
2° Fur eine Teilmenge A aus V heil3t
Lin(A) =1X""sa, s, Kund a, eV fir x=1,2,..,m meN }
die lineare Hulle von A
(= Menge aller (endl.) Linearkombinationen von Elementen aus A .

3° Eine Teilmenge A aus V heil3t Erzeugendensystem des
Vektorraums V, wenn Lin(A) =V gilt.
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Elementare Theorie der Vektorraume
Linearkombination und Erzeugendensystem

Satz 1.9 Sei V ein K-Vektorraum, A aus V .

1° Entsprechend dem Kiriterium fur Untervektorraume
(vgl. 1.6) gilt:
Eine Teilmenge U von V ist genau dann ein Untervektor-
raum, wenn sie abgeschlossen gegentber Linearkombinationen ist,

das heildt, wenn fiiralle s, eK und a, eU, 4 =1,2,....m, stets
>..s,a €U git. Daher:
2° A ist genau dann Untervektorraum, wenn Lin(A) = A.
3°Lin(A) ist immer ein Untervektorraum von V .
4°Lin(Lin(A)) = Lin(A) , und A liegt in Lin(A) .
S5° Fur b aus V gilt Lin({b}) = Kb .
6°V erzeugtV .
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Der Standardraum K"

1.4. Sei K ein Korper
( /X1\
X2

Vo

K" := | X= mit x; €K,/ =12,..n

Y
ist ein Vektorraum Uber K mit folgender Addition u. skalaren
Multiplikation

(x,\  (y, (X, +y, (x (Ax

2 | + y.2 — Xz_!'yz y) X, = )sz A €K

\Xn Y \Xn T Y0 ) \ X,/ \ﬂ“xn)




Der Standardraum K"
Standardeinheitsvektoren

Die Vektoren e4, e,, ..., e, erzeugen den Raum K"

(1) (0) (0
e 0 €5 1 € 0
\O/ \0:/ \1:/
/X1\
x=|":]=Xe, tX,e,t..tX e = 5; X.©,
X,

Somit gilt: Lin({e4, ..., e,}) = K"
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Bemerkung (geometrische Interpretation im R2

=R |
v

é’(l
P~ <o

=~

¢
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Beispiel: Der Raum der Polynome vom Grade <n
= SRR IVE
KLxS Edo tolgket -~ +ob" utek}

£= 14 /"v*"‘ﬁ

q/faﬂu% onodon S‘Zi Vom, Kw\ [b(j
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Elementare Theorie der Vektorraume
Lineare Unabhangigkeit

(13.1) Definition: V sei wieder ein K-Vektorraum.

1° Eine endliche Menge {a,, a,, ... a,,} von Vektoren € V

heil3t linear unabhéangig, wenn fur alle Elemente s, s,, ... 5, € K
git: sa,+s,a,+..+s.a =0 >s,=s,=...=s_=0.

2° Eine endliche Menge {a,, a,, ... a,,} von Vektoren € V
heildt linear abhangig, wenn es Elemente s, s,, ... s, € K gibt mit:

s,a,+s,a,+..+s a =0, und

* nicht alle s, sind Null.

Offensichtlich ist eine endliche Menge genau dann linear
unabhangig, wenn sie nicht linear abhangig ist.
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Elementare Theorie der Vektorraume
Lineare Unabhangigkeit

Bemerkungen, Beispiele: Sei V ein K-Vektorraum.

1° Die Standardeinheitsvektoren {e,, e, ... , €.} aus K" sind
linear unabhangig.
2° Fur jeden weiteren Vektor x aus K" ist {x, e, e,, ... , €.}

linear abhangig.
3° A = {a} ist genau dann linear abhangig, wenna =0 .

4° A = {a,b} ist genau dann linear abhangig, wenn a in Kb
oder b in Ka liegt.

5° A ={a,, a,, ... a,,} ist genau dann linear abhangig, wenn
es einen Index k zwischen 1 und m gibt sowie Skalare s,, s,, ... S, 1,

Siiqs - » Sy @US K mit
a =sa,+s,a,+..+s_a_+s_ a.,+..+sa =>,/sa,

k-1"k-1 k+1" k+1
u#zk

Dh. a, ist Linearkombination der ubrigen Elemente aus A .
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Elementare Theorie der Vektorraume
Lineare Unabhangigkeit

6° Sei A aus V eine nichtleere endliche Menge. Dann
« Aistlinear abhangig < da€ A:aclLin(A \{a})
« Aistlinear unabhangig < Vae A:a¢Lin(A \{a})

7° {a,, a,, ... a} seilinear unabhangig, und fur ein x sei die
Menge {x, a,, a,, ... a,} linear abhangig.
Dann ist x Linearkombination der a,, a,, ... a, .
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Lineare Algebra
Ausgangspunkt: Losung linearer Gleichungssysteme

Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Definition 0.1: Ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten
und in m Gleichungen ist:

1 2 n
ax +a x,+--+a,x, =b,
1 2 n
a,x,+a,x,+--+a,x, =b,

1 2 n
a x,+a_x,+--+a_x_ =b>b

m

Die aj. sind die Koeffizienten aus R. Die b; sind weitere Zahlen,

auch die Konstanten genannt, und die X, sind die Unbestimmten,
bzw. die Unbekannten, die Veranderlichen.
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1 2 n
ax +ax,+--+ax =b,
1 2 n
a,x,+a,x,+---+a,x =b,

Lineare Gleichungssysteme

1 2 n —b
a x, +a X,+---+a X, =0,

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
werden zusammengefasst zu einer Matrix:

(2 & ... a

A = a: a,’. a,.” é,{i’EQQAlQ/
\a.1 a a:”/
m .1”\7 m
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1 2 n
ax +ax,+--+ax =b,
1 2 n
a,x,+a,x,+---+a,x =b,

Lineare Gleichungssysteme

1 2 n —b
ax +ax,+--+a x =

m

Definition 0.2 Matrixoperation:
Eine Matrix A der obigen Form wirkt auf einen Spaltenvektor x auf
die folgende Weise:

[ 1 2 n \
a x, +a X,+-+a, x, (X,
1 2 n X
Ay oo | @2Xi X, + ek aX, x = | Xz
a, X, +a X, +-+anx, \ X/

dadurch wird eine Abbildung definiert
L,:R"> R™, x— Ax

R", R™ sind , Vektorraume® und L, ist eine ,lineare” Abbildung
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Beispiel
1) Kirchhoffsche Gesetze

L
—

b

.
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~?QIA+2313 $R-1 .l.3 =D
~ 2&1‘3-&29)9 =D
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