Grundlegende Definitionen und
Beispiele

FUr jede nichtleere Menge M ist die Menge
S(M) ;= {f: M —-> M| f bijektiv}
aller bijektiven Selbstabbildungen mit der
Abbildungskomposition
Fa(x) : = f(g(x))
eine Gruppe.
S(M) heil’t die symmetrische Gruppe auf M,

ihre Elemente heilRen Permutationen von M.



Symmetrische Gruppe S,

Definition (S,):
Sei N, :={1,2,...,n}

S, bezeichne die Gruppe aller Permutationen
m{1,2,...,n} =2{1,2,...,n}

d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen von N..
S, heildt symmetrische Gruppe. Sei me S,
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Permutationen
Beispiel (1,2,3)
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31 = 6 Permutationen der Ziffern 1,2,3
Griun: gerade Anzahl von Vertauschungen
Rot: ungerade Anzahl von Vertauschungen



Permutationen
Beispiel (1,2,3)
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Permutationsgruppe mit n Elementen

(S,.*) 1st emne Gruppe mit n!=1:2-3-...-(n —1)* n Elementen.
Beispiel. |S,|=2,|5,|=6,|S,|=24,|S,|=120,|S,| = 720,...

Wabhl fiir 7(1): =»(1) € {1,2,....n} n Moglichkeiten )

fiir 7(2): #(2) € {1,2,...n}\{x(1)} n-1 Moglichkeiten

fiir 73): #(3) € {1,2,...n}\{x(1),7(2)} n-2 Moglichkeiten

fiir 7(n-1): 7(n-1) € {1,2,...n} \{7(1),....7(n-2)} 2Mogl
fiir z(n): 7#(n) € {1,2,..n}\{z(l),....,7(n-1)} 1 Mogl.

.)



Geometrische Bedeutung

Die Gruppe (5,.") 1st die Symmetriegruppe

eines gleichseitigen Drelecks.
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Zyklen

Definition (hochabschreckend).Eine Permutation 7 € S, heilit
Zyklus der Linge k wenn es emne Zahli € {1,2....n} gibt, so dass
die Menge 7= {i. 7(i), 7(7(i)) = 7°(i)..... 7 (i)} genau k Elemente enthilt

)

und

T k(z’) = 71stund fiir alle; € Zjeweils 7(j)=j ailt.

1st ein Zyklus der Lange 5 :
1=1, Z={1.7(1)=3.7(3)=5,7(5) =7.72(7) =6}
und 7(6) =1, auBerdem 7(2) =2, 7(4) =4.7(8) =8.
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Transpositionen

Definition. Ein Zyklus der Lange 2 heildt 7ransposition.

Transpositionen sind die ,,eimnfachsten* Elemente (nach der Identitit),
aber jede Permutation kann man aus Transpositionen zusammensetzen.

Schreibweise. (1[']')=“ 1] e ] ﬂ
cee ] o g

Die Transposition (i) vertauscht nur die Stellen 1 und j.



Transpositionen

Definition: Eine Transposition heilRt Nachbarnvertauschung ,
wenn sie zwel benachbarte Zahlen vertauscht, und alle anderen
Zahlen festlasst:

Es gibt also j zwischen 1 und n mit p(j) =J+1, p(+1) =, und p(i) = |

= s



Permutationen und Transpositionen

Beweis des Satzes.
Durch Angabe eines Algorithmus:

Eingabe: Permutation
Ausgabe: Zerlegung in Transpositionen

1. Stelle die Permutation als Hintereinanderaustithrung von
paarweise elementfremden Zyklen dar.

2. Stelle jeden Zyklus als Hintereinanderausfithrung von
Transpositionen dar.



Satz Sei m ein Zyklus der Linge k

= (i (i) 2(i).... (D))

Dann ist 11 ein Produkt von Transpositionen

= (i (@) (1) 72 (i) ... (72 (i) T (i)

Beweis: Nachrechnen, indem man die linke und die rechte
Seite fur alle x=1,...n auswertet.

Beispiel: (142) = (14)(42)
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Satz Sei m ein Zyklus der Linge k
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Permutationen und Transpositionen

_ 1 2 3 4 5]
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Stelle Permutation als Produkt von paarweise elementfremden Zyklen dar

12 3 4 57_142 <
Ll 1 5 2 3J_( )0 (35)

Stelle jeden Zyklus als Produkt von Transposition dar

B 51—142 35)=(14)0 (24)0 (35
Lﬁl o G 3J—( )0(35)=(14)0(24)0(35)



Definition Signatur einer Permutation

san(e) = 2E0)
j<k —J

Satz: (Die Signatur ist ein Gruppenhomomorpsmus)

d.h. es gilt sgn(pq) = sgn(p)sgn(q) furp,gaus S, .
sgn:S, — {1,-1}

Folgerung: Furp aus S_sei p=q,9, .... 4y .

Sind alle g; Transpositionen, so gilt sgn(p) = (-1)k .

Definition: Eine Permutation p heil3t
gerade, falls sgn(p)= 1 und
ungerade, falls  sgn(p)= -1
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Definition Signatur einer Permutation

san(e) = 2E0)
j<k —J

Satz: (Die Signatur ist ein Gruppenhomomorpsmus)
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Permutationen

O se1 emne Permutation der Ziftern 1. 2. ... . n
Es gibt n! solche o

+1 falls o gerade
sen (o) =
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Determinanten
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