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Axiomatische Charakterisierung der
reellen Zahlen R

1) R ist ein Korper

(Al) Fiir alle x,y,z € R gilt das Assoziativgesetz (r +y) + 2
= =+ (y + z).

(A2) Esgibt ein Element 0 € K, sodal 2 4+ 0 =042 = » fiir
alle z € | gilt.

(A3) Zu jedem x € R existiert ein # € R ein 2" € B, sodall
r+r'=z2'4+zx=0

(A4) Fir alle z.y € R gilt das Kommutativgesetz x + y
= y+ I



Axiomatische Charakterisierung der
reellen Zahlen R

Je zwel reellen Zahlen a, b € R ordnen wir ein Produkt a - b (ab) zu,
so das gilt:

(M1)VYa,be Ra-(b-c)=(a-b)-c

(M2)Va,beRa-b=b-a

(M3) Es existiert ein Element1e Rmit1-a=a YVaeR

Existenz des Einselements, 1 6=0

(M4) ¥ a € Rmit a # 0 gibt es genau ein Element b € R mit
a-b=1.

Dieses Element bezeichnen wir mit a=1 oder 1/a und nennen es
das multiplikative Inverse zu a

(D)Va,b,ce Ra-(b+c)=(ab) + (ac)



Axiomatische Charakterisierung der
reellen Zahlen R

2) R ist angeordnet

Es gibt eine Menge P C E, sodall gilt:

(01} Von den drei Aussagen » € P, —x € P, x = () ist fiir
jedes ¥ € R genau eine wabhr.

(02) Sind z.y € P, sosind auch x +y und x -y € P.

Die Menge P nennt man die Menge der positiven reellen Zahlen. Wir
definieren nun

r>y+==>r—yekl
r<y:sy—xreckl



Das Vollstandigkeitsaxiom
Grundbegriffe

Supremum einer Teilmenge M

Definition: SeiMc Rund s € R.

s heisst obere (untere) Schranke von M,
falls x= s (bzw. s = x) fur alle x € M.
Definition: SeiM c Rund s € R.

s heisst das Supremum von M, falls s
kleinste obere Schranke von M.



Das Vollstandigkeitsaxiom
Grundbegriffe

Bezeichnung: s := supM

also s kleinste obere Schranke genau dann
wenn

1.VXeMx<s

2.Vs*<sdxe Ms*<Xx
(jedes s* < s ist keine obere Schranke)




Axiomatische Charakterisierung der
reellen Zahlen R

2) R erfullt das Vollstandigkeitsaxiom

Vollstandigkeitsaxiom

Jede nichtleere, nach oben beschrankte

Teillmenge S von R besitzt eine kleinste
obere Schranke.




Das Vollstandigkeitsaxiom
Grundbegriffe

Definition: M c R heisst nach unten beschrankt, falls es
eins e Rmits<xV x € M gibt.

(s heisst in diesem Fall untere Schranke)

Definition: SeiM — R, i € R. | heisst das Infimum von M
(Bezeichnung infM, falls grésste untere Schranke),

d. h.
)isxVvVxeM
(I Vig=>idxeM:x<ij

Satz: Jede nichtleere, nach unten beschrankte Teilmenge
besitzt ein Infimum (d. h. eine grosste untere Schranke).

Beweis Ubungsaufgabe.



Charakterisierung der reellen Zahlen
Anmerkung

Satz. Gegeben seien zwei angeordnete Korper K (mit den Operationen +, -
und dem Positivitiatsbereich P) und K' (mit den Operationen +', ' und dem
Positivitdatsbereich P'), die das Vollstiandigkeitsaxiom erfiillen. Dann gibt
es eine Bijektion

K = K',

sodall fiir alle z,y € K:

e +y) =uz) +' o(y), uz-y)=uz) (y), z€P+=uz)eP.
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