Metrische Raume

Metrik

Definition Sei X # & Eine Abbildung d : X x X — R+ heil3t Metrik,
falls far

alle x4, X5, X3 € X qilt:

(M1) d(x1, X2) =0 e=2x1 = X (Definitheit)

(M2) d(x4, X2) = d(x9, X4) (Symmetrie).

(M3) d(xq, x3) =d(x4q, X3) + d(Xx3, X») (Dreiecksungleichung)

(X, d) heil3t dann metrischer Raum.

Man beachte, dass keine Addition in X erklart ist.
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Beispiele

a) X =R, d(x;, X2) = |X4 = X5] ist metrischer Raum.

D) X=R"={x=(x4, ..., Xp) | Xe R, j=1,..., n}ist mit
d(x, y) = max{|x; - v; |} ein metrischer Raum
j=1,...n.

c) X =Cy([a, b],R) ={f : [a, b] = R [fistin [a, b] stetig} ist mit

d(f, g) = max{ [f(x) = g(X)[}
Xxe[a,b]
ein metrischer Raum, wobei naturlich f = g ;< f(x) = g(x) fur alle x

e [a, b] sel.
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Beispiele
d) X = Cy([a, b],R) ist mit

b
l'ﬁ:' .f. H:ll — I: /'::f‘i:_]-:l — ‘I(J'j:lgff,z)l-r:

a

ein metrischer Raum.

e) Hammingabstand
Sei X:={0,1}" = {(a4,...., a,); a; €{0,1}}
Die Elemente von X heilRen Codewdrter.

Sind a, b zwei Codewoérter, dann ist eine Metrik definiert durch
d(a,b) := Anzahl der verschiedenen Stellen von a und b

d((0,0,1,0,0,1,1,0), (1,1,0,0,1,1,1,0) ist also 4.
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Konvergente Folgen
Sel (X d) ein metrischer Raum, (an)naeN < X.

Die Folge heil3t konvergent, falls es ein aeX
gibt mit:
YVe>0 ex. ng=ng(s) mit
d(an,a) <e Vn>mng.
Das Element a heil3t Grenzwert der Folge (an)nelN.
Bezeichnung:

a= |lIm a, oder An — Q.
n— 00
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KonvergenzKriterien

Sei (X; d) ein metrischer Raum, (an)nelN eine Folge aus X.

Wie kann man erkennen, ob die Folge konvergiert, ohne den
Grenzwert zu benutzen?

Notwendige Kriterien

1. Eine konvergente Folge ist beschrankt.

2. Cauchy-Kriterium

Eine konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
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Definition Eine Folge heil3t Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve >0 ex. ng=ng(e) mit
d(an,ap) <e VYn,k>ng.

Ein metrischer Raum (X, d) heil3t vollstandig , falls jede
Cauchyfolge in X konvergiert, d.h.

Ist (a,; neN) eine Cauchy-Folge so gibt es ein as X mit

Ve>0 ex. ng=ng(e) mit
dlan,a) <e Yn>ng.
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Banachscher Fixpunktsatz
Sei X ein vollstandiger metrischer Raum und f: X - X eine
kontraktive Abbildung (Kontraktion),
d.h. es gibtein g [0, 1), so dass fur alle x4, x, € X gilt:
d(f(x1), f(X2)) = q d(X4, X2).
Dann gibt
1.Es gibt genau ein x * € X, so dass f(x *) = x *

2.Die Folge
Xp+1 = f(xn) (” = D: 1,- )

konvergiert fur jede Wahl von x; € X gegen den Fixpunkt x * € X.
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Es gelten die a-priori-Abschatzung
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und die a-posteriori-Abschatzung
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Zusammenhang

(an) konvergent

|

(a,) Cauchy-Folge

|

(an) beschrankt

(X,d) ist
vollstandig



