Funktionen mehrerer Veranderlicher



Normen in einem Vektorraum

Definition (Norm, Abstand und normierter
Vektorraum)

Sel E ein Vektorraum tber R

Eine Funktion | - ||: E > R, x> |x|| heift Norm, wenn sie die
folgenden Eigenschaften hat:

a) || = 0 gilt genau dann, wenn x =0

0 x| = ef

x| firalle ae RxeE

c) X+ y|<|x

+|y| furallex,yeE
[x—y| heiBt Abstand zwischen x und y.

Das Paar (E|| : ||) heilt normierter VVektorraum.



Grenzwerte von Funktionen

Sei E ( H ' H) ein normierter Vektorraum

Definition. Sei T < E eine Teillmenge
xe E heildt Berihrungspunkt von T genau dann,
wenn xe E oder xe Rand(E).

E:=E U Rand(E) heil3t die abgeschlossene Hiille
von E



120,25, Nackt) =12,

Funktionen mehrerer Veranderlicher

Beispiel

Die Kosten K eines Telefongesprachs hangen bei den
meisten heute Ublichen Tarifen von drei Grofden ab:

« der Dauer d des Gesprachs
« der Entfernung e zwischen den Gesprachspartnern

 der Tageszeit t

Die Kosten stellen sich also als eine Funktion dreier
Variabler dar:

K =f(d,e,t).
RS >R



Funktionen mehrerer Veranderlicher

Phanomene der realen Welt hangen im
Allgemeinen nicht nur von einem einzigen
Parameter ab.

Je mehr Parameter unsere mathematischen
Modelle berucksichtigen konnen, desto
mehr Phanomene konnen wir modellieren.
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Beispiele

f(x,y):= SIN(6 «/x2 + y2 )
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Funktionen mehrerer Veranderlicher
Beispiele

(1JX +y°)

f(x,y):= —5005(«/x +y )e




Funktionen mehrerer Veranderlicher
Beispiele

Sir(—«/x2 + y2 +1)

> with(plots):
> animate3d(f(x,y,t), x=-3*Pi..3*Pi, y=-3*Pi..3*Pi, t=0..2*Pi);



Grenzwerte von Funktionen

Definition (Konvergenz, Grenzwert von Funktionswerten)

Seien E und F normierte Rdume und f: D < E = F eine Abbildung und
X, ein Beruhrungspunkt von D.
Man sagt, f (x) konvergiert gegen c fur x gegen x,,wenn fur jede

gegen X, konvergente Folge (y,) . aus D stets die Bildfolge ( f (yn))neN

Ne

gegen ¢ konvergiert.

Man schreibt dann
lim f (x) = C.

X—>Xg



Grenzwerte von Funktionen

Satz (e—o—Kriterium flir Konvergenz)

Seien E und F normierte Rdume und f: D < E = F eine Abbildung und
X, ein Beruhrungspunkt von D.

Die drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) lim f(x)=c,

X—>Xg

b) Zu jedem &> 0 gibt es ein 5>0, so daR fiir alle x € D mit |[x—x,| <&
stets | f (x) —c|<e gilt.

c) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6>0 mit f(K(x0, 8) N) D) < K(c, ¢)



Grenzwerte von Funktionen

Satz (Rechenregeln fur Grenzwerte I)
Seien E (| - 1) undF (] - 1)

normierte Vektorraume und f,g: D < E - F Abbildungen und
X, ein Beruhrungspunkt von D.

a) Es mogen lim f(x) und lim g(x) existieren. Dann ist

X—Xg X—>Xg

lim(f +g)(x) = lim f(x)+ lim g(x),

Iim||f(x)||:HXILrTX1 £ (x)

X—>Xg

b) Sei zusatzlich h: D — r, und es existiere lim h(x). Dann ist

X—>Xg

i (0= Jimh (o Jim £



Grenzwerte von Funktionen

Satz (Rechenregeln fur Grenzwerte I1)

Sei E ( ” ' ”) ein normierter Vektorraum
f,g:D c E — F Abbildungen, und x, sei ein Adharenzpunkt von D.

f,g D < E = R Abbildungen und x, sei ein Berthrungspunkt von D

Es mogen lim f(x) und lim g(x) existieren. Dann ist

X—Xg

lim f (x)g(x) = I|m f(x)- I|m g(x).

X— X



Grenzwerte von Funktionen

Satz (Rechenregeln fur Grenzwerte lll)

Seien E und F normierte Raume

Die Norm auf F sel von einem Skalarprodukt (-|-) induziert.

Seien f,9: DcE—F Abbildungen, und X, sel ein Beriihrungspunkt

von D.
Es existiere x“—r>nx0 f (x) und Xh_r)nxog(x). Dann ist

Jim (1001900 =( iy 001, fim 90)).



Grenzwerte von Funktionen

Satz (Konvergenz und koordinatenweise Konvergenz)

Seien DcEundf: D> F=Rd

[ f(x))
Sei f (x)=| :
\fd(x))
Dann gilt limf(x)=c genau dann, wenn flr jede einzelne Koordinaten-
X2 X,
funktion f,(x) gilt: lim f,(x) = ¢

X2 X,



Stetigkeit
Definition(Stetigkeit)
Selen E und F normierte Raume
Seien f :DcE—F eine Abbildung und x,€D.

a) f heildt stetig In x, wenn x“—r>nx0 f(x)=1(x,) gilt.

b) Ist f In jedem Punkt von D stetig, so heil3t f stetig.



Stetigkeit

Satz_(e-o-Kriterium fur die Stetigkelt)

Sei f :DcE—F gegeben. Sei x, eD.
Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:
a) f iIst in x stetig.

b) Zu jedem &>0 gibt es ein 6>0, so dal3 fur alle xe D mit |x—x,|<6
stets H f(x)-f (xO)H<g ist.

c) Zu jedem € > 0O gibt es ein 6>0 mit f(K(x,, 3) N) D) < K(f(x,), €)



welter Satz (Rechenregeln fur stetige Funktionen)

Seif: R" > R ¢ eine Abbildung
f,(x)
fq (X)

f istin x, genau dann stetig, wenn jede Koordinatenfunktion
f. Inx, stetig ist.

Jedes f (x) hat also die Form f(x)= mitf :D—->R.
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