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Klassische Algebra

Ausgangspunkt: Losung von algebraischen Gleichungen

Gleichungen
Auflosbarkeit von Gleichungen
(Galoistheorie)

Fundamentalsatz der Algebra (Existenz
von Wurzeln ganzrationaler Funktionen)

Naherungsverfahren zur Losung von
Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren)

Beispiel: a,*x" +.... +a,x'+a,= 0
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Moderne Algebra

Die moderne Algebra hat sich
Inzwischen grundlegend gewandelt.

Aus der Theorie der Gleichungen ist die
Theorie der algebraischen Strukturen
geworden,

Gegenstande des Interesses sind u.a.
Gruppen, Ringe, Korper, Algebren

und deren Anwendungen usw..
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Lineare Algebra
Ausgangspunkt: Losung linearer Gleichungssysteme

Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Definition 0.1: Ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten
und in m Gleichungen ist definiert durch:

a, X, +a X, +A +a'x_=b

a X, +a.Xx,+A +a,x =0b
M M

a X, +a.Xx,+A +a.x =Db

2

m

Die a; sind die Koeffizienten aus R. Die b, sind weitere Zahlen,

auch die Konstanten genannt, und die X, sind die Unbestimmten,
bzw. die Unbekannten, die Veranderlichen.
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ax +a X, +A +a'x =b
u L ; 1 :j 2 A ; n:bZ
Lineare Gleichungssysteme TR

ax +a.x,+A +a.x =b_

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
werden zusammengefasst zu einer Matrix:

/ 1 2 n\

a a .. a

1 2 n

A= | @, & ... a
M M
la. a, ... a
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ax +a X, +A +a'x =b
1 2 n
ax +a,X, +A +a,x, =hb,

Lineare Gleichungssysteme M M

ax +a.x,+A +a.x =b_

Definition 0.2 Matrixoperation:
Eine Matrix A der obigen Form wirkt auf einen Spaltenvektor x auf
die folgende Weise:

1 2 n \
(alx, +a’x, +A +ax, (X, )
P a, X, +a.Xx, +A +a,x. w = | X,
' M M M
1 2 n X
\a,x, +a X, +A +a,x, ) \"n/

dadurch wird eine Abbildung definiert
L,:R"—> R™, x— Ax

R", R™ sind ,,Vektorraume® und L, ist eine ,lineare” Abbildung
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ax +a X, +A +a'x =b
1 2 n
ax +a,X,+A +a,x =b,

Lineare Gleichungssysteme . .

ax +a.x,+A +a.x =b_

Mit dieser Notation hat das lineare Gleichungssystem aus 1.1 die
Form:

AXx =D
Die in 1.2 eingefluhrte Matrixoperation liefert eine Abbildung
Ly: R"—> R™ x — AX

Die Frage, ob Ax =b eine Losung hat, lasst sich daher auffassen,
ob b in der Bildmenge Bi(L,):= {Ax:x € R" von L, vorkommt.

Die lineare Algebra ist das Studium von
Vektorraumen und linearen Abbildungen
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Beispiel
Kirchhoffsche Gesetze
a) Es muss gelten:
Ankommende Ladung = abfliedende Ladung

, wegen ,Ladungserhaltung”
Beispiel:

Lo+l =l,+ 1+,

1.Kirchhoffsches Gesetz: Knotenregel
Die Summe aller Strome an einem Stromknoten ist null:

> ;=0
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Kirchhoffsche Gesetze
b) 2.Kirchhoffsches Gesetz: Maschenregel

23] =
—|
U =
1 Un
Spannungsquelle — %
Ui ——+ U=R"I
L +—1 1
B2 R3

Spannungen gehen von + nach — Pol (Spannungsabfall)
Entlang emer geschlossenen Leiterbahn (Masche) 1st die Summe aller Spannungen gleich
Null.
SU, -3 U, =0
i E
Spannungsabfall (Verbraucher)

Spannungsquellen
Summe aller treibenden Spannungen (Batterie) = Summe aller Spannungsabfille
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Lineares Gleichungssystem: Gesucht |,,.., |5 so dass
I, 1
AL 15 L
5/ 1o
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@ Der abstrakte Vektorraum®

Der Begriff des Vektorraumes ist wie folgt definiert:

Definition 1.3: Ein Vektorraum tGber dem Korper K ist eine additive
abelsche Gruppe V, also fur alle x,y,z aus V :
To(x+y)+z=x+(y+2z)

2° Es gibt O (Nullvektor) mit: x+0=x=0+x..

3° Zu jedem x aus V existiert -x aus V mit x+(-x) = 0.
4° x+y=y+Xx,

zusammen mit einer Skalarmultiplikation KxV — V,(r,v) a rv,
so dass fur alle x,y aus V und alle r,s aus K :

21X =X.

eor(x +y)=rx+ry.

7°Sr+s)x=rx+sx.
8° (rs)x = r(sx) .

* Stefan Banach 1922
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Der abstrakte Vektorraum

Die Axiome 1-8 garantieren, dass man mit Summen,
Differenzen und Vielfachen wie gewohnt rechnen
darf. Insbesondere gelten:

« -a=(-1)a

« -(-a)=a

« -(atb)=-a-b

c sa=0<¢>s=0odera=0
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Der abstrakte Vektorraum®

e« sa=0<¢>s=0odera=0

Beweis

1) ,,2“ Sei sa=0

Annahme Sei s# 0. Dann existiert das Inverse s-1.

Hiermit gilt: 0= s-'0 = s-'(sa) = (s's)a = 1a = a.
Hieraus folgt a= 0.

2) ,,<"“ Sei s=0 oder a=0. Dann gilt offensichtlich
sa=0.
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Der abstrakte Vektorraum

Beispiele
(1) Sei K ein Korper und n eine naturliche Zahl.
- /Xl\ I
K"-= <IX:X= X2 | mit X, €Ki1=12,K n¢
M
[ \ X/ J
Ist ein Vektorraum uber K mit folgender Addition u. skalaren
Multiplikation
(Xl\ (yl\ /Xl_l_yl\ /Xl\ /Axl\
X, 4 Y, — X, tY, X, — ﬂ“xz A e K
M M M M M
X)) \Yo)  \XHY.)  \x ) (Ax )




Der abstrakte Vektorraum
Beispiele

(2) Raume von Abbildungen:

Sei K ein Korper und M eine nichtleere Menge.
Die Menge der Abbildungen KM := Abb(M,K)
Ist in naturlicher Weise ein K-Vektorraum bezuglich:

(f+g)(m) :=f(m) + g(m) ,
(Mf)(m) := A f(m)
furallef,ge KM, A e Kund m € M.

Bemerkungen:

1° Der Standardraum K" kann als Abbildungsraum
aufgefasst werden. Fir M ={1,2, ... ,n} ist KM = Kn,
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Der abstrakte Vektorraum
Beispiele

(3) Verallgemeinerung:
Fur einen Vektorraum V uber K ist
VM:= Abb(M,V) wieder ein K-Vektorraum.

(4) Polynome vom Grade < n uber einem Korper K
P.:={p(x)= a,+a,x'+ ... +a x"; a, eK (i=0,...n) }

Ist mit der Ublichen Addition und skalaren Multiplikation ein

Vektorraum mit p(x)=0 fur alle x und

q(x)=-ag-a,x'- ...- a,x"als Inverses zu p(x).

(5) CoI) :={f: 1 > R; f stetig} ist ein Vektorraum mit der
ublichen punktweisen Addition und skalaren Multiplikation
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@ Polynomringe

Definition

Sei (R,+, -) ein Ringund a,, a,,...,a, € R.

Dann nennen wir die Abbildung:

p: H— R T 2 = apx”®

k=10

Polynom ("Uber R).

Dabeiist x<:=x-x-...-x, k—-mal.

a,, - - -, 4, heilden Koeffizienten von p.

Ist a,, # 0, so heild3t n Grad von p : n = deg(p).
(Beispiel: p(x) = 5x3 — 1,3x + 6 ist Polynom 3. Grades.)
Die Menge aller Polynom uber R bezeichnen wir R[Xx].
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@ Polynomringe

Auf R[x] definieren wir bekanntlich eine
Additition und eine Multiplikation
“punktweise”

durch
(P + g)(x) = p(x) + q(x)
(P - 9)(x) := p(x) - q(x).

Satz (R[x],+, *) ist ein Ring, der Polynomring
uber R.
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@ Polynomringe

Satz
Mit plx) = Z apr”, glz) = Z ™ gilt:

=1 =10

P+ q)(x)

|
i[]
i |
S
o |
by
_I_
T
o
s
S

@ = Y| Y ab|a*
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Lineare Abbildungen

Definition
Seien V und W Vektorraume uber dem Korper K.

Eine Abbildung f: V = W heil}t eine lineare Abbildung
(Homomorphismus), wenn fur
alle x,y €V und alle a €K gelten:

1. 1(x+y)=t(x)+1(y)
2. f(ax) = af(x)
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Die Konstruktion von
Vektorraumen




1) Untervektorraume

Definition: Sei V eine Vektorraum uber K.

Eine nichtleere Menge U in V ist genau dann ein
Untervektorraum, wenn gelten:

U1) fur alle x,y € U 2 x+y € U und

U2)furaller e Kundx e U > rx e U.

Beispiele: Sei V eine Vektorraum Uber K.
1- {0} und V sind Untervektorraume von V.

2 SeixeV.
Dann ist die Menge Kx :={rx : r € K} ein Untervektorraum von V .

3- Sind U, ,i € | eine Familie von Untervektorraumen von V, so ist
auch der Durchschnitt "U; eine Untervektorraum.
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Kx :={rx : r € K} c V ist ein Untervektorraum

Bewels:
1)Seien rx, r'’x € Kx. Dann qilt:
X +r'x = (r+r’)x € Kx
2) Seirx e Kxund s € K. Dann gilt: s(rx) = (s*r)x € Kx

Spezialfall: K= (X01%0>

V= R2
= Rx

Rx ist die Gerade durch den Vektor x
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2. Kern linearer Abbildungen

Definition
Sei f: V => W eine lineare Abbildung.
Ker(f) := {xe V: f(x) = 0} heil3t der Kern von f

Lemma. Kern(f) ist ein Unterraum von V.
Beweis Seien x,y eKer(f) und a K. Dann gelten

f(x+y)=f(x)+f(y)= 0 > x+y eKer(f) , und
f(ax) = af(x)=0 - ax eKer(f)

Analog gilt: Das Bild von f: Bi(f):= {f(x); xe V} ist ein
Unterraum von W

@ Universitat Bremen



3) Linearkombination und Erzeugendensystem

Definition Sei V ein K-Vektorraum.

1-Fur Vektoren a,, a,, ..., a, €Vunds,,s,, ..., s, € K, heildt
sa,+s,a,+..+s_a_ = "sa,

Linearkombination der a,, a,, ..., a.,.

2° Fur eine Teilmenge A aus V heildt die Menge aller (endl.)

Linearkombinationen von Elementen aus A die lineare Hulle
von A (abgekurzt Lin(A))

3- Eine Teilmenge A aus V heil3t Erzeugendensystem des
Vektorraums V, wenn Lin(A) =V dilt.
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3) Linearkombination und Erzeugendensystem

Satz Sei A eine Teilmenge eines Vektorraumes V
uber einem Korper K.

Dann ist die lineare Hulle von A ein Unterraum
von V.

Beweis:

1) Die Summe zweier Linearkombination uber A ist
wieder eine Linearkombination uber A, und

2) Ist se K Ein Skalar und p eine Linearkombination

uber A, dann ist s*p wieder eine Linearkombination
uber A.
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Der Standardraum K"

Beispiel
. Sei K ein Korper
( (x,) I
KN = ! ox =% mit x eK/i=12K n¢
M
| \ X/ )

der Vektorraum der n-Tupel Uber K.
Satz. Die Vektoren e, e,, ..., e, erzeugen den Raum K"

i (0 (0)
_|0 1 0
e _ _

1 M ez M en M

0 0 ) 1)



Der Standardraum Kn
Standardeinheitsvektoren

x=|%|= xe,+tx,e,+..txe =2 . xe,

Somit gilt: Lin({eq4, ..., e,}) = K"
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