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Produkt von Vektorraumen
elementefreie Beschreibung

Sei (V,, i €l) eine Familie von K-Vektorraumen.

Ein Vektorraum X zusammen mit einer Familie von linearen
Abbildungen p;: X = V, heildt Produkt der (V,, i €l), wenn folgendes
gilt:

Zu jedem Vektorraum Y und jeder Familie von linearen Abbildungen

f.: Y = V, existiert genau eine lineare Abbildung f*: Y = X mit

P;

=
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Coprodukte* (=direkte Summen) von Vektorraumen
elementefreie Beschreibung

Sei (A, I €l) eine Familie von Vektorraumen tber dem Korper
K.

Ein Vektorraum X zusammen mit einer Familie von linearen
Abbildungen ;: in; A, X heil3t Coprodukt oder direkte
Summe der (A, i €l), wenn folgendes gilt:

Zu jedem Vektorraum Y und jeder Familie von linearen
Abbildungen f, : A, =2 Y existiert genau eine lineare
Abbildung f*: X > Y mit N

A.

> X

f*in, =1
3! f*
* Der Begriff Coprodukt ist
der duale Begriff zu

Produkt (dual= alle
Y Pfeile drehen sich um).
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Lineare Algebra
Ausgangspunkt: Losung linearer Gleichungssysteme

 Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Definition 0.1: Ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten
und in m Gleichungen ist:

a11X1 + a12X2 +A + a1an = b1

a,X; +a8,X, t A T a,x, =b,
M M

am1x1+am2x2+A +amnxn :bm

Die a, sind die Koeffizienten aus R. Die b, sind weitere Zahlen,

auch die Konstanten genannt, und die X. sind die Unbestimmten,
bzw. die Unbekannten, die Veranderlichen.



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl

Lineare Gleichungssysteme  ® > a0

amlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
werden zusammengefasst zu einer Matrix:

4 A

a, da, .... 4a,

A= a,, A,y ... Qdy,
M M
\am1 am2 amn/

A ist vom Typ mxn (m Zeilen, n Spalten



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl
a'21Xl + a22X2 +A + a2an = b2

Lineare Gleichungssysteme y y

a'mlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

Definition 0.2 Matrixoperation:
Eine Matrix A der obigen Form wirkt auf einen Spaltenvektor x auf
die folgende Weise:

a11x1+a12X2+A +a1an ) /X1\

Ax = 827)(1+822X2+A +a2nxn X = X2
M M M
am1x1+am2x2+A +amr)(n/ \Xn)

dadurch wird eine Abbildung definiert
L,:R"—> R™, x> Ax

R", R™ sind , Vektorraume® und L, ist eine ,lineare” Abbildung



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl
a'21Xl + a22X2 +A + a2an = b2

Lineare Gleichungssysteme " "

a'mlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

Mit dieser Notation hat das lineare Gleichungssystem aus 1.1 die
Form:

Ax=0b
Die in 1.2 eingefUhrte Matrixoperation liefert eine Abbildung
Ly:R"—> R™, x> Ax

Die Frage, ob Ax = b eine Losung hat, lasst sich daher auffassen,
ob b in der Bildmenge Bi(L,):= {Ax:x < R" von L, vorkommt.

Die lineare Algebra ist das Studium von
Vektorraumen und linearen Abbildungen



a, X, ta,x, +A +ta, X, =b,

a'21)(1 + a22X2 +A + aZan = b2
M M

a,X, +a, X, +A +a,x, =b,

Lineare Gleichungssysteme

Definition
1.Ax = b heilSt homogen wenn b=0
2.Ax = b heifitinhomogen wenn b#0

3.Zwei lineare Gleichungssysteme
Ax=b und Bx=c fur x=(xy,...,X;)
(nicht notwendiger mit derselben Anzahl
von Gleichungen) heif’en aquivalent,
wenn sie die gleiche Losungsmenge
besitzen.



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl
a'21Xl + a22X2 +A + a2an = b2

Lineare Gleichungssysteme " "

:

amlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

/372\ /a1n\ / b1 \
a22 a,.= aZﬂ 0 "= b2

M M

\amZ ) \amn ) \ b n/

> XqatXagt o +xa, =b (T

b eLin(a,,a,,...,a,)



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl
a'21Xl + a22X2 +A + a2an = b2

Lineare Gleichungssysteme " "

amlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

Ein nach C.F. Gauss (1777-1855) benanntes
Losungsverfahren beruht auf der Erkenntnis, dass ein
Gleichungssystem Ax=b durch folgende Umformungen
In ein dazu aquivalentes ubergeht:

Vertauschung zweier Gleichungen.

Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl
a70.

Addition (bzw. Subtraktion) des Vielfachen einer
Gleichung zu (bzw. von) einer anderen.



a'lle + a’lZXZ +A + a'lnxn = bl

Lineare Gleichungssysteme X, + 2%, +A +a.x. = b,
elementare Zeilenumformungen M M

amlxl + am2X2 +A + amr?(n = bm

/

8, @, - @,|b
Ab)= | @ @n - 8y b,
M M| M
@y @y e 8pn | D )

1. Vertauschung zweier Zeilen.

2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl
az0.

3. Addition (bzw. Subtraktion) des Vielfachen einer Zeile
zu (bzw. von) einer anderen.

Entsteht (B|c) aus (A|b) durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen, dann sind Ax=b und Bx=c aquivalent.
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Beispiel 1
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1
Fur feste Werte A, und A, erhalt man jewells eine

spezielle Losung.
Beispiel: Fur A, =1 und A, = 0 erhalt man die Losung

X4= 2, X,=1, X3=0, x,=0, x5=0
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Beispiel 2




Bezeichnet man die Spalten der Matrix mit a,

(o) (
a,, a,) ... (a, (b,
a, = a27 a,:= a22 a,.= aZn b — b2
M M M
\am1/ \amZ/ \amn/ \bn)
Dann qilt

Ax=b (>  XaptXayt ..+xa,=b
Hiermit definiert die Matrix eine lineare Abbildung
m
AsRY— R
X X1a1+X282+ ...+Xnan
Hiermit gilt : Ax=0 genau dann wenn x eKer(A)
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Hiermit erhalten wir folgende Gleichungen

Xa (2 (Z'L
tz,; —’hl f,], +’h-g’(1)
X \O \ﬂ,

Ist die allgemeine Losung des linearen homogenen Gleichungs-
systems.

Bemerkung. Gegeben a,, ..., a, eK™. Dann qilt:

a,, ..., a, sind linear unabhangig genau dann wenn das
homogene lineare Gleichungssystem

Xia1+tXa,t ... +X.a, = 0 nur die triviale Losung x=0 besitzt.
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