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Inhomogenes lineares Gleichungssystem
Gauss-Algorithmus
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Inhomogenes lineares Gleichungssystem
Gauss-Algorithmus
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Satz.

a) Losungskriterium
Das inhomogene Gleichungssystem Ax=b ist genau dann
losbar, wenn gilt:
Rang(Al|b) = Rang(A).

b) Struktur der Losungsmenge
Ist Ax=b |6sbar, dann lal3t sich die allgemeine Losung
darstellen in der Form v= v, + u mit einer speziellen Losung
v, des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen
Losung u des zugehorigen homogenen Systems Ax=0.

c) Dimension des Losungsraumes (Anzahl der freien Variablen)
Ist Ax=b |6sbar, dann enthalt die allgemeine Losung (n-Rang(A)
freie Variable.
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Satz.

b) Struktur der Losungsmenge
Ist Ax=b |osbar, dann laldt sich die allgemeine Losung
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Satz.

b) Struktur der Losungsmenge
Ist Ax=b |osbar, dann laldt sich die allgemeine Losung
darstellen in der Form v= v, + u mit einer speziellen Losung
v, des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen
Losung u des zugehorigen homogenen Systems Ax=0.

Beweis.

1) Sei v, eine spezielle Losung des inhomogenen
Gleichungssystems Ax=b und u die allgemeine
Losung u des zugehorigen homogenen Systems Ax=0.

Dann gilt: A(vy +u) = A(vy)+A(u)=b+0=0
2) Sei v eine beliebige Losung von Ax=b. Dann gilt:
A(v-vy)= A(v)-A(vy) =b—-b =0 - v-v, eKer(A) >

V=V, + U und u eKer(A)
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Satz
c) Dimension des Losungsraumes (Anzahl der freien
Variablen)

Ist Ax=b |osbar, dann enthalt die allgemeine Losung
(n-Rang(A)) freie Variable.

Beweis

Rang(A|b) = Rang(A) - Ax=b besitzt (n-Ran(A)) freie
Variable (= freien Variablen des homogenen linearen
Gleichungssystems.



Pseudocode zur Losung linearer
Gleichungsssysteme

Definition der rekursiven Fkt Gauss(i,j) mit Zeilen- und
Spaltenindex als Parameter.

i=j=1.

Gauss(i,)):
falls i=Zeilenzahl oder j > Spaltenzahl:
Ende.
Falls a;; = 0:

suche a,# 0, k > i, wenn es keines
gibt:Gauss(i,j+1),Ende.
vertausche Zeile k mit Zeile i

Ziehe fur alle k > i von der k-ten Zeile das (a,;/a;)-fache der i-
ten Zeile ab.

Gauss(i+1,j+1), Ende.
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Lineare Gleichungssysteme

Beispiele
Physik [Stromkreise],
Chemie [Stochiometrie],
Biologie [lineare Populationsmodelle],

Vektorgeometrie  [Lageaufgaben, lineare
Vektorgleichungen],

Wirtschaft [Materialfluss, Wirtschafts-
modelle]).

Bauingenieurwissenschaften
[Fachwerkskonstruktionen]
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Fachwerkskonstruktionen

Als Fachwerk bezeichnet man nach den

Zwischenraumen,

die Fach oder Gefach heil3en,

eine Konstruktion, in der nur Stabe auf
Druck oder Zug und nicht auf Biegung
beansprucht werden.

Der Ausdehnung nach unterscheiden wir ein ebenes

und ein raumliches Fachwerk.

Fachwerke finden ihre Anwendung:

im Gebaudebau — insbesondere als
Fachwerkhaus und im Hallenbau; siehe auch
Hochbau und Tiefbau.

im Brickenbau.

in Kran- und Mastenbau.

im Gerustbau

im Maschinenbau

in der Veranstaltungstechnik
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Gleichgewichtsbedingungen fur ein Fachwerk

Krafte greifen nur in den Knoten an.

Druckkrafte in Staben sind negativ, Zugkrafte positiv.
Gewichtskrafte des Fachwerks bleiben unberucksichtigt.
Die Belastungskrafte sind in Pfeilrichtung positiv zu zahlen.

Gleichgewichtsbedingungen fur ein Fachwerk

1) Die Summe aller auf einen Knoten wirkenden Krafte ist
Null.

2) Die Summe aller in einem Stab wirkenden Krafte ist
Null.

@J Universitat Bremen



Knotenpunktverfahren

Mit dem Knotenpunktverfahren lassen sich die Stabkrafte durch
Aufstellen eines Gleichungssystems ermitteln.

Fur jeden Knoten werden die folgenden zwei
Gleichgewichtsbedingungen aufgestelit:

- Die Summe der Krafte in x- und in y-Richtung muss Null sein

Dadurch ergibt sich ein Gleichungssystem, das bei statischer
Bestimmtheit des Fachwerks gelost werden kann.

Im dreidimensionalen Fall werden jeweils drei Gleichungen
aufgestelit.

Bei einfachen Fachwerken genugt es, die Auflagerkrafte mit dem
Erstarrungsprinzip zu berechnen und sich dann entlang der
Knoten ‘durchzuhangein’
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Beispiel: Ebenes Fachwerk (1)
7

o Y
B\. g L
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Auf das skizzierte ebene Fachwerk mit 4 Staben und 4 Knoten
wirken 2 Krafte P und Q. Sie rufen in jedem Stabende eine
Reaktion in Richtung des Stabes hervor.

In den festen Auflagern 3 und 4 sind A und B die Reaktionen
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Beispiel: Ebenes Fachwerk (2)

S*=-3S,
da die Summe
der Krafte in
einem Stab Null
Ist

Knoten1: x:s,+P,=0 Knoten3: x:-s,+A =0
y'S1+Py=O yS3+Ay=O

Knoten2: x:s,+Q,=0 Knoten4: x:-s;+B,=0
y:s1+Qy=() y:-s3+By=O
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Lineares Gleichungssystem
zur Berechnung des Fachwerkes
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Lineares Gleichungssystem
zur Berechnung des Fachwerkes

Gauss-Elimination liefert

110000000 | P \

0[Jo00000 | Q,
00fJoo100 | O
000[]0000 | -P,
0000[1000 | -Q,
00000001 |0
000000[]0 | -P,
\ 00000000 | P.+Q

2> Rang (A) =7
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Fachwerk

Fall1: P,+Q, # 0 = keine Losung: Stabwerk

kinematisch unbestimmit.

Fall2: P +Q =0 > Rang(A)=Rang(A,b).

Das Stabwerk ist statisch unbestimmt!
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S; und A, konnen aus P und Q nicht eindeutig bestimmt werden.
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Beispiel: Ebenes Fachwerk (2)

Fachwerk

@ Universitat Bremen



Lineares Gleichungssystem

zur Berechnung des /O?l
Fachwerkes NN AN
Knoten A: x: F_,*cos(d)+F_,=0 .. 7 ,\ A
. F_*sin(5)+R. =0 —>®) <O <—0O—
y' ab SIn( ) ay_ TFav " Tiy ) T'“'d-_\;

Knoten B: x: -F_ *cos(d) + F, ,*cos(d)= -F,
y: - F,,"sin(d) - Fy. - F,4"sin(5)= 0

KnotenC: x:-F_ +F_=0
y: Fpc= 'Fy

KnotenD: x:-F_,-F,*cos(®)+R ;=0
y: Fp4*sin(d) + R=0
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Lineares Gleichungssystem
zur Berechnung des

Fachwerkes A /
S«

cos (0) +1 0 0 0 0 0
sin (0) 0 0 0 0 +1 0 0
~cos (0) 0 0 cos (0) 0 0 0 0
—2in () 0 -1 -=gin (o) 0 0 0 0
0 -1 0 0 + 1 0 0 0
0 0 + 1 0 0 0 0 0
0 0 0 ~cos (0) -1 0 +1 0
0 0 0 sin (0) 0 0 0 +
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Beispiel: Feder-Masse-System

festes Ende ———= ug = 0
Feder k4 I_.:'J - Federkraft 14
Masse 1114 — Verschiebung
ke = Y2

Mo — o

ka = Ya

M3 - s

ke  — Y4

festes Ende ——r=— uyg =0
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Beispiel: Feder-Masse-System

Bezeichnungen

u = (uq; Uy; Us) = Verschiebungen der Massen

Y = (Y45 Y2; Y35 Y4) = Krafte in den Federn

e = (e4; e, e5; €4) = Ausdehnungen der Federn

f = (f,; f,; f3) = Gravitationskrafte

Aufstellen der Gesetze

Ausdehnung der Feder = Differenz der Verschiebungen
Hookesches Gesetz

Kraftegleichgewicht

@J Universitat Bremen



Beispiel: Feder-Masse-System

Ausdehnung der Feder = Differenz der Verschiebungen

Erste Feder: e,= usdauy=0
Zweite Feder: e = U,- U
Dritte Feder: €;= Uz-U,
Vierte Feder: e,= -uzdau,=0

e 1 0 0 |
e2| _|-1 1 o | :il
€a 0o —1 1 “;
e 0 0 -1

oder kurz: e = A (u)
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Beispiel: Feder-Masse-System

Hookesches Gesetz
Die Verlangerung e einer Feder ist proportional zur wirkenden Kraft y.

y~e

oder:

y =k-e

k = Federkonstante

Erste Feder: y, =k, e,

Zweite Feder: v, =k, e,

Dritte Feder: Vs = ks €5

Vierte Feder: y, =k, e4
hn ky O 0 0O ey
yo| |0 ks O O eq
ys| 10 0 ks O |es
Y 0 0 0 ky €4

oder kurz: y = K (e)

ﬂ@ Universitat Bremen



Beispiel: Feder-Masse-System

Kraftegleichgewicht: aussere Krafte = innere Krafte

Erste Masse: fir=y,-y,=m,g
Zweite Masse: fo=y,-y3=m,g
Dritte Masse: fa=y;-y,=m;Q

f1 1 -1 0 0 i
fa]l=10 1 -1 o |. |7
s 0 0 1 -1 J3

Ya

oder kurz: f = A (y)
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Bildergeschichte

1. Erzeugendensystem = Team von Bauarbeitern das
den ganzen Vektorraum nachbauen konnte.
2.Zu viele Bauarbeiter treten sich auf die Ful3e.
(linear abhangig)
3.Basis =
(i) optimal eingespieltes Team von Bauarbeitern.
(i) Keiner kann dazu genommen werden ohne dass
es ineffektiv wird.
(iif) Alles funktioniert am Schnurchen denn in jeder
Situation weil} jeder was er zu tun hat.
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Beisp.

A V= k™ ol K™= v

2) V= T, = {Z’OLX"" oz-e-LdS
3 {/] 5( x 5 (-b)adooé)?%
dom Ty, am,M__




N —W kir—":f_f.’&),éﬁﬂ)
QWW?( ﬁ@fﬂv Jix -ew = 46+ ?)

15.4.0%) 2V -f(fh/x)=lﬁ>¢)

ve\l ek

|- 2=l

V> K .
ke %%Wm

= V ‘
?\ ’_;;;f,gw
Vg 40

—W m%m\'a&m
oo, oM L lun €E:.'B - W
EQM W ﬁgt pio, 8‘“‘“"{9“"_'3 ﬁ?%

Mﬁnﬁv ()Mnﬂ?lmg, &“!V

Ty



	Mathematik II für InformatikerGrundlagen zur Linearen Algebra
	Pseudocode zur Lösung linearer Gleichungsssysteme
	Lineare GleichungssystemeBeispiele
	Fachwerkskonstruktionen
	Gleichgewichtsbedingungen für ein Fachwerk
	Knotenpunktverfahren
	Beispiel: Ebenes Fachwerk (1)
	Beispiel: Ebenes Fachwerk (2)
	Lineares Gleichungssystemzur Berechnung des Fachwerkes
	Lineares Gleichungssystemzur Berechnung des Fachwerkes
	Fachwerk
	Lineares Gleichungssystemzur Berechnung des Fachwerkes
	Lineares Gleichungssystemzur Berechnung des Fachwerkes
	Beispiel: Feder-Masse-System
	Beispiel: Feder-Masse-System
	Beispiel: Feder-Masse-System
	Beispiel: Feder-Masse-System
	Beispiel: Feder-Masse-System
	Bildergeschichte

