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Eine Divisionsalgebra  D ist eine nicht notwendigerweise 
assoziative Algebra, in der zu jedem a   D und zu jedem b   D, b = 0 
genau ein x  D mit der Eigenschaft 

a = x*b
existiert. (Dabei bezeichnet "*" die Vektormultiplikation in der 
Algebra.) 

Man fordert noch zur Vermeidung einer Trivialität, dass D 
mindestens zwei Elemente enthält.

Satz  (1958; Milnor und Kervaire)
Eine Divisionsalgebra über den reellen Zahlen hat stets die 
Dimension  1, 2, 4 oder 8 
(= Körper der reellen Zahlen, komplexen Zahlen, Quaternionen 
und Oktaven )

Definition
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Ein Vektorraum  V über den reellen Zahlen  (oder den komplexen 
Zahlen ) heißt ein normierter Vektorraum  oder kürzer normierter 
Raum , wenn es eine Abbildung 

Definition Banachraum
Ein vollständiger  normierter Raum  heißt Banachraum  
(benannt nach dem Mathematiker Stefan Banach).

d(a, b) := || a ­ b || definiert eine Metrik auf V, d.h. jeder 
normierte Vektorraum ist ein metrischer Raum
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C([a,b]) ist ein Banachraum
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Mathematische Formulierung:  Gesucht sind Näherungslösungen der 
Gleichung

h(x)=g(x) 
durch Verwendung des allgemeinen Iterationsverfahrens:

  
mit   f(x) := h(x)­g(x) + x = x.

Maple­Befehl:  Maple­Befehlsfolge.

Parameter:        eq:    Gleichung der Form 
                                    h(x)=g(x)
                          x:      Variable der Gleichung nach der aufgelöst werden soll
                          x[0]: Startwert für die Iteration
                          N:    Anzahl der Iterationsschritte
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Beispiel:   

> restart:
> eq := sqrt(x^3) ­ 3*x^2 = ­0.5;  #zu lösende Gleichung
> x[0] := 0.;                      #Startwert der Iteration
> N := 10;                         #Anzahl der Iterationen
> f:= unapply(lhs(eq)­rhs(eq)+x, x):
> for i from 1 to N 
> do
>   x[i]:=evalf(f(x[i­1])):
>   print(`Die Iterationslösung lautet nach `, i,`Iterationen `,x[i]); 
> od:       
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> restart:
> eq:=0.5+0.2*sin(x)=x;      #zu lösende Gleichung
x[0] := 3.;                      #Startwert der Iteration
N := 10;                         #Anzahl der Iterationen

> f:= unapply(lhs(eq)­rhs(eq)+x, x):
> for i from 1 to N 
> do
>   x[i]:=evalf(f(x[i­1])):
>   print(`Die Iterationslösung lautet nach `, i,`Iterationen `,x[i]); 
> od:
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Iterative Verfahren für nichtlineare Gleichungen: Regula falsi
Mathematische Formulierung:  Gesucht sind Näherungslösungen der Gleichung

h(x)=g(x)
durch Verwendung der regula falsi:

  
mit    f(x) := h(x) ­ g(x) 

> 

Maple­Befehl:  Maple­Befehlsfolge.

Parameter:        eq:            Gleichung der Form h(x)=g(x)
                          x:              Variable der Gleichung nach der aufgelöst werden soll
                          x[0], x[1]: Startwerte für die Iteration
                          N:            Anzahl der Iterationsschritte

> restart:
> eq := x^2 ­2 = 0;    #zu lösende Gleichung
> x[0] := 1.5;                      
> x[1] := 1.7;         #Startwerte der Iteration
> N := 3;              #Maximale Anzahl der Iterationen
> f:= unapply(lhs(eq)­rhs(eq), x):
> i:=1:
> while abs(f(x[i]))>10^(­9) and i<N 
> do
>   i:=i+1:
>   x[i]:=x[i­2] ­ evalf(f(x[i­2])*(x[i­1]­x[i­2])/(f(x[i­1])­f(x[i­2]))):
>   print(`Die Iterationslösung lautet nach `, i,`Iterationen `,x[i]);
> od:     
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weiteres Beispiel

> restart:
> eq:=0.5+0.2*sin(x)=x;       #zu lösende Gleichung
x[0] := 1.;
x[1] := 1.4;                #Startwerte der Iteration
N := 10;                    #Maximale Anzahl der Iterationen
> f:= unapply(lhs(eq)­rhs(eq), x):
> i:=1:
> while abs(f(x[i]))>10^(­9) and i<N 
> do
>   i:=i+1:
>   x[i]:=x[i­2] ­ evalf(f(x[i­2])*(x[i­1]­x[i­2])/(f(x[i­1])­f(x[i­2]))):
>   print(`Die Iterationslösung lautet nach `, i,`Iterationen `,x[i]);
> od:  

Regula Falsi

> 0.5+0.2*sin(x)=x
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