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Ein K-Vektorraum (V,+) heilt eine K-Algebra, wenn es eine
bilineare Verkniipfung * : V x V -= V gibt, d. h. es gelten
Dxt+y)*z=x*z+ty*z,

Dx*y+tz=x*y+x*z

3) (ax) *z=a(x * z),

4)x * (by) =b(x *y)

fiir alle x, y, zaus V und a, b aus K.

Die K-Algebra heilit assoziativ, wenn die zweistellige Verkniipfung *
asgoziativ 1st. Insbesondere 15t V ein Ring.

dhnghm, : e R’” W%H{fae@f
Amd, @/, "o Aa/wa, Buro oo B

/1/<9 M.

T} -

'V\.A/‘A

- S by 000

=0 p




Unltiph. 9% definiod dluch €% e/@

e{l:ed_, i A 84*61\'

«

@,n* eA ® o o @nxé’m
n

b dhut wikihion, 156 et 2 Vorpesdhimsite -
. dhbs g, it 1 EoTp Sl
A




Definition @

Eine Divisionsalgebra D ist eine nicht notwendigerweise
assoziative Algebra, in der zu jedem € D und zu jedem 6 D, IL =0
genau ein €D mit der Eigenschaft

a=x*b
existiert. (Dabei1 bezeichnet '"*" die Vektormultiplikation in der
Algebra.)

Man fordert noch zur Vermeidung einer Trivialitat, dassD
mindestens zwel Elemente enthalt.

Satz (1958; Milnor und Kervaire)

Eine Divisionsalgebra tiber den reellen Zahlen hat stets die
Dimension 1, 2, 4 oder 8

(= Korper derreellen Zahlen, komplexen Zahlen, Quaternionen
und Oktaven )
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Defimitiom

Ein Vektorraum Viiber den reellen Zahlen (oder den komplexen
Zahlen ) heiB3t ein normierter Vektorraum  oder kiirzer normierter

Raum , wenn es eine Abbildung
|| -||: F—R gibt, welche die folgenden Eigenschaften besitzt

i, |al| = O fir ale a=0
i ||Adgl|=|A| ||la|| furalle AcR und ac¥ (Homogenitat)
i ||a+bl = ||al <[] firalle a, be ¥V

d(a, b) := || a - b || definiert eine Metrik auf V, d.h. jeder
normierte Vektorraum ist ein metrischer Raum

Definition Banachraum
Ein vollstandiger normierter Raum heillit Banachraum

(benannt nach dem Mathematiker Stefan Banach).



R™ mit der p-Norm (R™, || ‘||p]|
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wobei x=(&;, .. &)

Diese Morm geht flr p—ac in die die Maximumnorm [|x]| = max |Z;| uber
l=i=n

Weitere Spezialfalle der p-Norm sind

M
[xi[{=2_ |&;| die Summennorm und
i=1
1 g,
xll, ="\ 2_ &= die eukiidische Norm

i=1

Stetige Funktionen
Sei C([a. b]) die Menge aller stetigen Funkticnen auf dem abgeschlossenen Intervall

[a, b Wit [f] = sup [f(x)|= max [f(x)| definieren wir eine Norm (Rechtfertigung
xc[a, b] xe[a, b]

C([a,b]) ist ein Banachraum



Polynome

Der Funktionenraum der Polynome £ ={p:[a, b]—R :pist Polynom } =C([a, b]) mit

der Norm |p|_= max |p(x) ist nicht vollstandig.
xz[a, &)

Beweis

Wir wissen €' = Z n ist gleichmarkig konvergent auf [a. £]. Daraus folgt. die Folge
=

7

(2, ), mit p,(x)= Z k_ ¢ ist eine Cauchyfolge bezdglich |- ||__ ist

Angenommen 3p<P mit |p, - p[|—0 = |p(x)-¢"|

< [p0-2,0)] * -] . —0

Damit ist p(x) = e* was ein Widerspruch zu unserer Annahme steht. da die

Exponentialfunktion kein Polynom ist ' 29
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Mathematische Formulierung: GeSUCht Slnd NEihGI'llIlgSlOSllﬂgGIl del'
Gleichung
h(x)=g(x)

durch Verwendung des allgemeinen Iterationsverfahrens:

mit f(x) := h(x)-g(x) + x = x.

Maple-Befehl: Maple-Befehlsfolge.

Parameter: eq:  Gleichung der Form
h(x)=g(x)
x:— Variable der Gleichung nach der aufgelost werden soll
x[0]: Startwert fiir die Iteration
N: Anzahl der Iterationsschritte



Beispiel:: x3 -3 x2 =-35

>restart:

>eqg := sqrt(x"3) - 3*x"2 =/-0.5; #zu losende Gleichung
>x[0] = 0.7 #Startwert der Iteration
>N|:= 10; #Anzahl der Iterationen

> fi= unapply(lhs(eq)=rhs(eq)+x, x):

>for i from 1 to N

>do

> | x[ilr=evalf(f(x[1i-11)) :

> |print( Die Iterationslosung lautet nach °, |i, Iterationen " ,x[i]);
>od:

Lhe fterationsibsung lautet nach | 1, lferationen | .5
Lhe ferationsibsung lautet nach | 2, ferationen , 6030032906
L dterationen , 4796160798
dterationen , 6216761811
L dterationen | 4524019243
, dterationen | BA26B8R709%
,dterationen , 4187722151
| dterationen | 6636601495
Lhe ferationsibsung lautet nach | 9, lerationen | 3829787596
Le fterationsidsung leutet nack | 10, Rerationen | 67326R0376

Lhe fferationsibsung lautet nach |
Lhe fferatfionsibsung lautet nach |
Lhe fferatfionsibsung lautet nach |
Lhe fferatfionsibsung lautet nach |
Lhe fferatfionsibsung lautet nach |

Lhe fferatfionsibsung lautet nach |

o B T B



> restart:

>eq:=0./5+0.2*sin (x
3.;

x[0] =
N := 10;

>f:= unapply(lhs(eq)-rhs (eq) +x,

)=x;

#zu losende Gleichung

#Startwert | der Iteratiion
#Anzahl der Iterationen

eg =504+ Z2amix)==x

X

>for 1 from |1 to N

> do

> x[1]:i=evalf (£ (x[i=17)):

> | print( Die Iterationsldsung lautet nach =,

>od:

Dhe lerationsiosung lautet nackh |
Lhe lerationsldsung lautet nach |
Dhe lerationsiosung lautet nackh |
Lie lterationsldsung lautet nach |
Dhe lerationsiosung lautet nackh |
Lhig fterationsldsung lauiet nackh |
Dhe lerationsiosung lautet nackh |
Dhe lerationsiosung lautet nackh |

Lhe lerationsldsung lautet nach |

L¥e Merationsisung lautet nack |

R v B o L L I R

, Herationen |
, Herationen |
, Herationen |
, Haraticnen |
, Herationen |
, lterationen |
, Herationen |

, Herationen |

X =3
N=10

, Hterationen |,
10, ferationen , 6154681620

i, [ Iterationen

5282240016
&005000402
G13060518%
G150746643
6154035005
B154576741
G154664556
B1546768%6

6154651258



Iterative Verfahren flir nichtlineare Gleichungen: Regula fals

Mathematische Formulierung: —Gesucht sind Néherungslosungen der Gleichung

h(x)=g(x)
durch Verwendung der regula falsi:

By o) (=% o)
fx;_ )z _p)
> it fx) = hix) - gl=)

Maple-Befehl: Maple-Befehlsfolge.

xi .—XI-_E

Parameter: eq: Gleichung der Form h(x)=g(x)
X: Variable der Gleichung nach der aufgelost werden soll
x[0], x[1]: Startwerte fiir die Iteration
N: Anzahl der Iterationsschritte

Eeispiel: x2 —2=10

>restart:

>eq := x"2 -2 = 0; #zu 1lOsende| Gleichung
>x|/[0] := 1.5;
X([[1] = 1.7; #Startwertel der Iteration
>N = 37 #Maximale Anzahl der Iterationen
> fl:= unapply(lhs (eq)-rhs(eq), x):
>q:=1:
>while abs(f(x[1]))>101N(-9) and i<N
>do
> iv=iwl
> | x[1]i=x[1t2] - levalfi(f(x[i-2])F (x[i+1]-x[1-21)/(£(x[1i-1])-f£(x[1-2]))):

> | print (' Die Iterationsldésung lautet nach 1, i, 'Iterationen °~,x[1]);
>od:

Dhe lerationslbsung lauiet nach | 2, Kerationsn | 1 421875000
Dhe lerationslbsung lauiet nach | 3, lerationsn | 1414914915
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Regula Falsi

weiteres Beispiel > (0 .54+0.2*sin (x)=x

> restart:

>eqg:i=0.5+0.2*sin(x)=x; #zu losende Gleichung

x[0] := 1.;

x[1] := 1.4; #Startwerte der | Iteration

N = 10; #Maximale Anzahl der Iterationen
>f:= unapply(lhs (eq)-rhs(eq), x):

>i:=1:

>while abs (f(x[1]))>107"(-9) and i<N

> do

> iT=i+1s
> x[1]:=x[1-2] - evalf (f(x[1-2])*(x[1-1]-x[1-2])/(f(x[1-1])-f(x[1-2]1))):
> | print ('Die Iterationsldsung lautet nach °, i,[Iterationen ~,x[i]);
>od:

Lhe fterationsidsung lautet nach | 2, Rerationen | 64256245953
Lhe fterationsidsung lautet nach | 3, Berationen , 61727061351
Lhe fterationslidsung lautet vach | 4, lerationen , 61547157581
Lhe lterationsidsung lautet nach | 5, ferationen | 6124681695
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