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Produkt von Mengen

Sei (A, i €l) eine Familie von Mengen.

Eine Menge X zusammen mit einer Familie von Abbildungen
p;: X 2> A heil3t Produkt der (A, i €l), wenn folgendes gilt:

Zu jeder Menge Y und jeder Familie von Abbildungen
f.: Y = A, existiert genau eine Abbildung f*: Y = X mit

Pi
' ‘ = 31
Vf
Y
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Relationen

Definition

Eine n-stellige Relation R ist eine Teilmenge des
karthesischen Produktes von n Mengen A;, A,,...,A,:

RcA;xA,x..xA

n

Schreibweise:
(a,, a,,...,a,) e R <> R (a,, a,,...,a,)
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Relationen
Beispiele

1. Datenbanken: Tabelle
Beispiel: adressen(a1,a2,...,an)

al
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PROgrammieren in EOGig

Behauptung
Fakten (Frage)
und Fakten
Regein w
nd >
r ) ~ P ’ . ;
ncgc In wahi/falsc
(Antwodert)
Prolog- Prolog- Benutzer
Progammierer Programiersystem
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Progr mﬁlerparadigmen

Imperatives Programmieren
Funktionales Programmieren
Deklaratives Programmieren

Objektorientiertes Programmieren
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PROgrammieren in EO@ig

Prologprogramm

) -Fakten
— p ist der Name des Fakts

- - ay, ..., a, sind die
Regeln Argumelqte des Fakts

p(a1!"-aan)'

Anfragen
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Fakten

Beispiele:

Schreibweise in Prolog: Natiirliche Bedeutung:

* ‘die Sonne scheint'.  Die Sonne scheint.

* es_regnet. * Es regnet.

* mensch(sokrates). » Sokrates ist ein Mensch.

* mannlich(daniel). * Daniel ist mannlich.

* mag(johann,maria). * Johann mag Maria.

* besitzt(johann,gold). * Johann besitzt Gold.
 vater(hans, gabriel). * Hans ist der Vater von Gabriel.
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PROgrammieren in EOGig

Prologprogramm Regel

bl und b2,...und bn 2> f
Fakten

i -Regeln
Prologschreibweise

oAnfragen f:-bl ,b2, ‘e ,bn.

Wenn bl und b2...,und bn
gelten,dann gilt auch f.
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PROgrammieren in EOGig

Prologprogramm | Gelten die Fakten

pl,p2,....,pn 7
Fakten
*Regeln
Prologschreibweise
i - Anfragen ?pl, p2,...,pn
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PROgrammieren in EOGig

Fakten Prologschreibweise

Sokrates ist ein Mensch. mensch(sokrates).

‘Regeln mensch(X) - sterblich(X)

Alle Menschen sind

sterblich. sterblich(X):- mensch(X).

Anfragen
Ist Sokrates sterblich? ? sterblich(sokrates)
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Expertensysteme

Prinzipieller Aufbau

Benutzer : \Eﬂ
Experte ... Laie L' "

Dialogkomponente

Erklarungskomponente
i

Wissensbasis

Wissenserwerbskomponente




Prologprogramm <> Expertensystem

Dialogkomponente
- Anfragen

Wissensbasis
Fakten u. Regeln
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Arithmetik

+ = ) Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
mod Modulo

/I Gleitzahl-Division, Potenzierung

() Prioritét

1S Zuweisen eines arith. Ausdruckes

S groBer, kleiner

=> =< groBBer gleich, kleiner gleich (zuerst = dann > !)
== gleich (arithmetisch)

== ungleich (arithmetisch)

Beispiel: Berechnen der Fakultét

fak(0,1).
fak(N,X) :- N>0, MisN-1, fak(M,Y), XisN*Y.
Aufrut ?- fak(0,N). ?- fak(6,N).

N=1 N = 720
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e

PROgrammieren in EO@ig

A, B und C stehen vor
Gericht.

e A sagt aus, dass B lugt.
e B sagt aus, dass C lugt.

e C sagt aus,
dass A und B lugen.

Wer lugt, wer sagt die
Wahrheit?

Prologprogramm

ist_Lugner(wahr,lugt).
ist_Lugner(liigt,wahr).
beide_lugen(wahr,ligt,liigt).
beide_lugen(lugt,wahr,ligt).
beide luiigen(lugt,liigt,wahr).
beide luigen(lugt,wahr,wabhr).

?- ist_Ligner(A,B),
ist_Ligner(B,C),
beide_lligen(C,A,B).
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Relationen

Binare Relation

Definition

Eine bindre Relation R ist eine Teilmenge des
karthesischen Produktes zweier Mengen A und B:

RcAxB
Fur
(a,b) e R
schreibt man auch
aRb oder R (a,b)
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Binadre Relationen
Beispiele

a) die Ordnungsrelation < auf N und R,

b) die Enthaltenseinsbeziechung zwischen Mengen: A C B,

c¢) die Ahnlichkeit von (n x n)-Matrizen A and A’: 3 S such that A’ = S7'AS
d) die Kongruenz ( mod n) auf Z, z.B. 6 = 21( mod 5).
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Binare Relationen und Graphen

Eine binare Relation R kann durch einen
Graphen veranschaulicht werden in dem jedes
Tupel (a,b) als Kante zwischen den Knoten a
und b interpretiert wird.

(a,b)eR <=p a ——>D

Umgekehrt entspricht jede Kante (a,b) eines
Graphen die zwei Knoten a und b verbindet
einer Relation R fiir die

aRb als ,,a ist mit b direkt verbunden®
interpretiert werden kann.
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Reflexivitat

Eine bindre Relation R c $xS ist reflexiv, wenn jedes
Element von S zu sich selbst in Relation steht:

Y X: Xe$S: xRx
zB: die Relation ,,hat dieselbe Mutter wie“ ist reflexiv

Reflexive Relationen kdnnen durch einen Graphen

modelliert werden, bei dem alle Knoten Schlaufen
haben.
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Symmetrie

Eine bindre Relation R c SxS ist symmetrisch, wenn
aus xRy auf yRx geschlossen werden kann:

V X,y: X,yeS: XRy = yRx
zB: die Relation ,,ist verheiratet mit” ist symmetrisch

Symmetrische Relationen entsprechen ungerichteten
Graphen.
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Transitivitat

Eine bindre Relation R < SxS ist transitiv, wenn
aus xRy und yRz auf xRz geschlossen werden
kann:

VY X,y,z: X,y,zeS: (XRy A YRz) =xRz

zB: die Relation ,,ist Vorfahre von* ist transitiv
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Aquivalenzrelationen

Definition:

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine binire
Relation ~ auf M, die

= reflexiv,

» symmetrisch und

= transitiv ist.

Definition Aquivalenzklasse

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und a M. Dann heit die
Menge der zu a dquivalenten Elemente die Aquivalenzklasse
von a.

'[:’1’.‘ = _'1[ (1 .'I:} E 41.Ir
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Aquivalenzrelationen
Funktionen

Sei f: A 2 B eine Funktion, dann definiert

a~a €>f(a)=1f(a’)
eine Aquivalenzrelation auf A

A/~ := Die Menge der Aquivalenzklassen von ~ heift
der Quotientenraum von A bzgl. ~

Al~ :={[a]; ac A}
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Homomorphiesatz fiir Abbildungen

Satz Sei f: A > B eine Funktion, und
a~a <>f(a)=1f(a)
die durch f erzeugte Aquivalenzrelation. Dann

gelten:
A f B
1) |~
Al~

definiert eine kanische Faktorisierung f= e*m mit
e: A 2> A/~ surjektiv und m: A/~ = B injektiv.

2) m: A/~ = f(A) ist bijektiv, d.h
Al~= f(A)
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Aquivalenzrelation
Beispiele

Betrachte die Relation
R={(a,b) e ZxZ|a= b (mod m) }
—as=b(modm) €>m|a-b

Sprechweise: “a und b sind kongruent
modulo m”

Satz: Die Relation “Kongruenz modulo m”
ist eine Aquivalenzrelation auf Z.

lLqu Universitat Bremen



R ist reflexiv: (a,a) € R bedeutet dass m | a-a
— a-a =0, ist teilbar durch m

R ist symmetrisch: Wenn (a,b) € Rdann (b,a) e R
(a,b) € R bedeutet dass m | a-b
Oder dass km = a-b. Multiplikation mit -1 ergibt b-a =

-km

Daher gilt: m | b-a, und somit (b,a) € R

R ist transitiv: Sind (a,b) € Rund (b,c) € Rdann (a,c) € R

(a,b) bedeutet dass m
(b,c) bedeutet dass m
(a,c) bedeutet dass m

a-b, oder dass km = a-b
b-c, oder dass Im = b-c
a-c, oder dass nm = a-c

Addiert man die ersten beiden Gleichungen, so erhalt man
km+Im = (a-b) + (b-c) oder (k+/)m = a-c
Damit gilt m | a-c, mit n = k+/

Damit ist die Relation “Kongruenz modulo m” eine Aquivalenzrelation
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Aquivalenzrelationen und Partitionen

Satz: Aquivalenzrelationen und Partitionen
stehen in einer bijektiven Relation.

genauer

Satzl: Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann ist die Menge aller Aquivalenz-
klassen
{a | ae M} =: P. eine Partition.

Satz2: Ist P eine Partition von M. dann ist

~p = {(x,y) | IP€P. 2, y € P}

Satz3: Ist ~ eine Aquivalenzrelation, P := P., so gilt: ~=~p

Satz4: Ist P eine Partition, ~:=~p, soist P, =P
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Gruppen

1.1 Mengen mit Verkniipfung
Definition 1.1.1.
(i) Eine Verknlupfung T auf einer Menge A ist eine Abbildung
T:AxA>A
(a,b)>aTh,
die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen a, b der Menge A ein
weiteres Element (a T b) € A zuordnet.

(if) Eine Verkniipfung T heiBt assoziativ, wenn gilt
aT (bT c) =(aT b)Tc firallea, b, c € A.

(iii) Die Verkniipfung heit kommutativ oder abelsch genau dann, wenn
GiltaTb=bTafiirallea, b € A.

Ist eine Verkniipfung assoziativ, so liefern Ausdriicke der Form

a,T a,...T a, wohlbestimmte Elemente von A, das Resultat ist
unabhangig davon, wie man die Klammern setzt.
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

Definition 1.2
Es seien G eine nichtleere Menge,
eine AbbildungT: GxG > G
und e G ein Element.
Man nennt (G, T,e) eine Gruppe, wenn gilt
Ist assoziativ, V a,b,ceG: (aTb) Tc =aT (bTc)

e Ist ein neutrales Element:
vV a eG: eTa=aTe=a

alle Elemente haben ein Inverses,
VaeGJdaleG:aTa'=alTa=e
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

G ist die Tragermenge der Gruppe,

* die Gruppenoperation.

Ist die Gruppenoperation kommutativ,
soO spricht man von einer
kommutativen oder Abelschen Gruppe.
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

Beispiele fiir Gruppen sind
* die ganzen Zahlen mit der Addition, [, 4,0
* rationalen Zahlen ohne Null mit der Multiplikation (v, {0}, 1]
*Flr jede nichtleere Menge M st die Menge
S(M) .= {f: M > M | f bijektiv}
aller bijektiven Selbstabbildungen mit der
Abbildungskomposition eine Gruppe. S(M) heilt
die symmetrische Gruppe auf M,

ihre Elemente heilRen Permutationen von M.
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Gruppen

Ist M= {1,..,n} , so schreibt man auch S(n) oder S,
statt S(M).

S, heil3t die symmetrische Gruppe tber n (oder
Permutationsgruppe)

-ur M= {1,2} besteht S, aus den beiden
Permutationen id= (1 2> 1,2 22) und
P=(1>2,2->1) .

Schreibweise flr
Elemente aus S,
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Gruppen

Fur einen Vektorraum wird die Menge
GL(V) .= {f.:V > V| flsomorphismus}
aller bijektiven linearen Abbildungen von V in V mit

der Abbildungskomposition zu einer Gruppe , der
allgemeinen linearen Gruppe vonV .
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NOTATION
Seien .y = G zwel Gruppenelemente und 1 < k& = N, dann definieren wir

* = zx...z (k—mal)

r = e

T = i1 2? (k —mal)
¥ = yry!
[z, y] = =y {yr}_l

Und damit gelten dann fiir beliebige .y, 2z € & und k& € & die Rechenregeln

(z~1)~? -
(z)™! = y7lz!
(z¥f = =¥
v © = [zy]y
ry = |[zy]yr
[z.¥]™" = [wz]

lxu]* = [=%.07]
ry=yr +— |[z,¥y] =€
Ty =Y —> {Iy}k = :I:kyk




Gruppen

DEFINITION
Wir nennen H eine Untergruppe der Gruppe (G, o), falls erfullt sind
e 0 ZH C G ist eine nicht-leere Teilmenge
e Ve, yeH gilt rye H multiplikativ abgeschlossen

e VreHygltrleH invers abgeschlossen

Und eine Untergruppe H von & heisst ein Normalteiler von & falls weit-
erhin eine der folgenden drei aqguivalenten Aussagen erfullt ist

(a) VzeGglt xH = Hx

(b) vee @glt H= = H mit H ;= {xhx'""he H} = {hX; h € H}

c) VzeGeilt H* C H
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Gruppen

Schreibweise

U ist eine Untergruppe von G:
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Gruppen

LEMMA UND DEFINITION

e Ist (H,) eine beliebige (A € A) Familie von Untergruppen von G, so
13t deren Schnitt wiederum eine Untergruppe von G

[1Hr» = {reG|vAecAgltreHy} < G
AEA

e Analog ist e beliebiger Schnitt von Normalteilern (Vy ) von G wie-
derum ein Normalteiler von .

¢ Fir eine beliebige Teilmenge A C & definieren wir also die von A In
(v ergeugte Untergruppe durch

(A)g == [|{H < G|ACH}

= {af'...af"|reN.a; € A, 5 € £1}
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Gruppenhomomorphismus V3{}|e

Definition

Seien (E;* ) und (F;* ) zwei Gruppen, wobei die jeweiligen
neutralen Elemente

mit e € E bzw. mit f eF bezeichnet seien.

Ist nun @ : E > F eine Abbildung, dann nennen wir ¢ einen
Gruppenhomomorphismus, falls sie die folgende Bedingung
erfullt

vV X;y € E gilt ¢(xy) = ¢(x) ¢(y)

und in diesem Fall erfiilllt ¢ sogar schon die beiden weiteren

Eigenschaften

¢(e) =fund @(x") = ¢(x!
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Produkt von Gruppen

Sei (G, i el) eine Familie von Gruppen.

Eine Gruppe X zusammen mit einer Familie von
Gruppenhomomorphismen p;: X > G, heildt Produkt der (G;, i €l),
wenn folgendes gilt:

Zu jeder Gruppe Y und jeder Familie von Gruppenhomomorphismen
f.. Y = G, existiert genau ein Gruppenhomomorphismus f*: Y & X mit

p;* t* =1
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