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(2-stellige) Fuzzy Relationen

Definition Sei ug : XxY = [0,1] eine beliebige
Abbildung. Dann heil3t
(XXY, Ug : XX Y = [0,1]) eine Fuzzy-Relation.
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n-stellige Fuzzy-Relation

Definition
Seien X,,X,, ... , X, klassische Mengen und deren kartesisches
Produkt die Grundmenge G = X xX,x ... xX_. Sei ferner:

IJR : G_) [Oa1]
eine n-stellige Mitgliedsgradfunktion.
Dann heil3t die Menge der mittels pz bewerteten Paare
R ={(( X{,Xy, ..., X;), Mr(X4,X5, ... , X)) X; € Xi,i=1,...,n }

eine n-stellige Fuzzy-Relation (n = 2).
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Cartesisches Produkt von Fuzzy-Mengen

Definition
Seien Y, : G,— [0,1], b, : G,— [0,1] Fuzzy-
Mengen.
Dann ist das Kreuzprodukt (cartesisches
Produkt)
M1 XHa: Gyx Go— [0,1]
gegeben durch

(Mg XM2)(X,Y) := min(u4(x), Ha(Y)), (X,y) € G1 x G2

c
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Cartesisches Produkt von Fuzzy-Mengen
Beispiel: Relation: junger Mann ..... grof3er Mann

LT Y M

]_ il .E!';. ]_

0.5 s @ 0.5
- e —» () — . >
15 £ 35 Alter 170 | &i [RIH {:l,l".f'.l:ll':'i'.:-’

ein junger grof3er Mann ?
junger Mann UND grol3er Mann

Ur (Alter ,Grolie):=min(MA(Alter), g(Grofie))




max-min Komposition

Gegeben seien die Fuzzy-Relationen
R, = Ry(X,Y) auf X x Y und
R, =R,(Y,Z)aufY x Z,

Definition max-min Komposition

Als max-min Komposition von R, und R, versteht
man die Fuzzy-Relation R, o R,(X,Z) auf X x Z

gemald der Mitgliedsgradfunktionen

M R1oRe (X,2) = max ( min (Mg4(X,Y), Mra(Y,Z)))

yeY
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max-min Komposition

Beispiel: Gegeben seien die Mengen

X ={x1, x2}

Y :={y1,y2, y3}

Z:={z1, z2}

sowie die Fuzzy-Relationen R und S durch
R y y2 y3 S z1 z2
x1 0.2 0.6 0.9 y1 0.1 0.5
x2 0.4 0.6 1 y2 0.6 0.4

P\ S y3 0.8 0.9




|
y1 051 0.5

y2 06 0.4
|

S B Y 1, N | - S 09--1.-0.8- . -09-.-.-
X2 04 06 1 08 0.9

M Ro s (X,Z2) = max ( min (Ur(X,Y), Ms(Y,Z)))
yeY

M ro s (X1,21) = max ( min (0.2,0.1), min (0.6,0.6), min (0.9,0.8))
M ro s (X1,22) = max ( min (0.2,0.5), min (0.6,0.4), min (0.9,0.9))
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max-min Komposition
Fuzzy Relationen Matrizen

e Beispiel: Farbe-Reife Relation fUr Tomaten

R(X,y) |unreif halbreif |reif
grun 1 0.5 0
gelb 0.3 1 0.4
rot 0 0.2 1
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 Beispiel: Reifegrad-Geschmack Relation fuir Tomaten

max-min Komposition
Fuzzy Relationen Matrizen

S(x, V) sauer suldsauer |suf}
unreif 1 0.2 0
halbreif |0.7 1 0.3
reif 0 0.7 1
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max-min Komposition

Fuzzy Relationen Matrizen

Beispiel: Farbe-Geschmack Relation fir Tomaten als

VerknlUpfung der Relationen Farbe-Reife und Reife-Geschmack.

R*S(X, y) |sauer suldsauer |sufd
grun 1 0.5 0.3
gelb 0.7 1 04
rot 0.2 0.7 1
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Fuzzy-Inferenz

Definition. Seien pi : XxY - [0,1] eine zweistellige
Fuzzyrelation und

U, X =2 [0,1] eine Fuzzy-Menge,
Das Inferenz-Bild von p,unter yy ist die Fuzzy-Menge
U,: Y = [0,1] definiert durch

M2(y) = max (min(p4(x), Ug (X,y))
xeX
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Fuzzy-Inferenz-Schema

Definition

Gegeben sei

Fuzzy-Regel: WENN A DANN B
Faktum (Fuzzy-Menge): A’

Schluss (Fuzzy-Menge): : Dann ist B’

Sei die Fuzzy-Regel durch die Relation pg reprasentiert.Dann
lautet das zugehorige Fuzzy-Inferenz-Schema zur
Berechnung der Fuzzy-Menge Jg- in der MAX-MIN
Kompostion

Mg (y) =max (min (Ms (x). Ux(X.Y))). ¥ € G,
xe (o



Mamdani-Implikation

Dies ist die fur die Fuzzy-Regelung wichtigste Implikation.
Bei ihr wird die gewohnliche Implikation A = B durch die
Konjunktion A A B reprasentiert. Dies ergibt die unscharfe
Relation p,s5 -

Definition (Mandami-Implikation)

Seien P, und pg zwei Fuzzy-Mengen uber den
Grundmengen X und Y.

Hxsy (X,Y) := min(pa (X), Hg (¥))
Hy>y (X,Y) heildt Fuzzy-Implikation oder Wenn-Dann-Regel.

Bemerkung: Es gibt zahlreiche weitere Definitionen fur Fuzzy-
Implikationen, die Erweiterungen der Implikation der klassischen

Aussagenlogik sind. 1



Fuzzy-Implikation

Beispiel: Erhitzen von Wasser
Wir betrachten die Regel

R : WENN Temperatur T = niedrig DANN Warmezufuhr W = hoch
Mit den folgenden Zugehorigkeitsfunktionen fur die linguistischen Terme:

03 niedrig 8 1
0.5 0,6 4
" u hoch
0 0,4 4
2 0,2 -
I:I Ll T T LI T T LI Ll Ll 1 J T T T T T T T T T
0 10 20 30 4£31 =0 0 7O EHOD 30 400
T W
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Mamdani-Implikation

Dies ist die fur die Fuzzy-Regelung wichtigste Implikation.
Bei ihr wird die gewohnliche Implikation A = B durch die
Konjunktion A A B reprasentiert. Dies ergibt die unscharfe
Relation p,s5 -

Definition (Mandami-Implikation)

Seien P, und pg zwei Fuzzy-Mengen uber den
Grundmengen X und Y.

Hxsy (X,Y) := min(pa (X), Hg (¥))
Hy>y (X,Y) heildt Fuzzy-Implikation oder Wenn-Dann-Regel.

Bemerkung: Es gibt zahlreiche weitere Definitionen fur Fuzzy-
Implikationen, die Erweiterungen der Implikation der klassischen

Aussagenlogik sind. "



Fuzzy-Implikation

Das allgemeine Fuzzy-Inferenz-Schema lautet

Mp-(yY) =max (min (Ua(X). Hr(X.¥))). ¥ € G2

xe (g

Spezialfall:

Seien g (X.Y) = by, (XY) 1= min(u, (x), Ug (y)) und

X“ein scharfer Eingangswert. x” definiert eine Fuzzy-Menge A'durch p,. (x) =1 far
x=x"und p,- (X) = 0 flr x#x’( die Fuzzy-Menge heif’t Singleton)

Dann gilt

Mg (y) = max (min(u,-(X), Mg (X,¥))= Hg (X,y)= min(u, (X7), Hg (Y))
xeX

Also gilt Mg-(y) = min(u, (X°), ug (Y))
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Fuzzy-Implikation

Beispiel: Erhitzen von Wasser
Wir betrachten die Regel

R : WENN Temperatur T = niedrig DANN Warmezufuhr W = hoch
Mit den folgenden Zugehorigkeitsfunktionen fur die linguistischen Terme:

03 niedrig 8 1
0.5 0,6 4
" u hoch
0 0,4 4
2 0,2 -
I:I Ll T T LI T T LI Ll Ll 1 J T T T T T T T T T
0 10 20 30 4£31 =0 0 7O EHOD 30 400
T W

19



medng 8 1

hoch

O 10 20 30 £1 =0 &1 70 B8O =20 100
T

Diskretisierierung der Fuzzy-Mengen uber
X ={10, 20, 30, 40, 50} und Y = {60, 70, 80, 90, 100}
Hrow(T, W) = min (u(T), py(W))

/W 60 70 50 90 100
10 0 0 0 0 0
20 0 0.5 0.5 0.5 0
30 0 0.5 1 0.5 0
40 0 0.5 0.5 0.5 0
50 0 0 0 0 0

20



Als Inferenzergebnis erhalten wir die Fuzzy-Menge
Mwheer (W) = ug(T =20°C, W)
= MIN(} T niedrig’(20°C). Mw hoct{ W)

Der Term pgr(T = 20°C, W) stellt die zur Temperatur T = 20°C
gehinge Zeile unserer Relationsmatrix dar.

W 60 70 &0 el 100 |
10 0 0 0 0 0

20 0 0.5 0.5 0.5 0

30 0 0.5 1 0.5 0

40 0 0.5 0.5 0.5 0

50 0 0 0 0 0

HE (W) = Hwwear (W) =1(0,05,05,05,0)
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Als Inferenzergebius erhalten wir die Fuzzy-Menge
M heer (W) = ugr(T =20°C, W)
= MIN(pwr piedrie’(20°C), U nocu(W))

Grafische Deutung:
Ergebnis des Inferenzvorgangs 1st emne | gekdpfie” Fuzzy-Menge
hohe Wirmezufuhr

niedng o | hoch

0.E -

0,3 A
05 -
04 4
02

0.4

0.2 -

Qg # 20 3 40 =0 B0 T B0 51 130
T WV
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Fuzzy Systems

Grundlegende Elemente eines

Scharfer numerische
Input Ebene
Fuzzy Input
oy e T
| Ebene
Fuzzy Output
3. Defuzzifizierung _
numerische
Scharfer Output Ebene

l@' Universitat

remen
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Fuzzifizierung

Sei L = (M4, Mo,... M, ) €ine linquistische Variable
uber der Grundmenge X mit den Fuzzy-Mengen

(X, “1)""! (X’ IJn)

Definition. Unter Fuzzifizierung eines
Elementes x € X bezeichnet man das n-Tupel

(“1()()’ “2(X)1"' “n(x) )

24
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Fuzzifizierung

Linguistische Variable : Temperatur
Linguistische Terme (Fuzzy mengen) : { kalt, warm, heil3 }

U
1 Hialt Hwarm Hheir
0.7 >/
0.2
0
x [C]
Sei x=18(C)

Fuzzifizierung von x=18

(“kalt(18)’ Hwarm (18), Mhei[&(18)) = (07’ 02!00)
@ Universitat Bremen 25



Schema einer Fuzzy Entscheidung
Temperatur und Ventil

— | Fuzzifizierung | | Inferenz | | Defuzzifizierung —

Regel-Basis
A wenn temp Kalt,

Hialt  Mwarm Mheig Ventil offen Lvloffen “halbugeschlossen
0.7 Matt =0-7 B

wenn temp warm,

0.2 dann ist das Ventil halb )R
f W
gemessene 1 t: Wzm Vv
wenn temp heil, Scharfer Ausgangswert
Temperatur dann ist das Ventil gang

flr das Ventil

geschlossen
Hheir =0.C

26
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Beispiel

Temperatur el
1.20 1.20
(.96 "--IK---# .. ) ]'liE[ﬁ'iu u-gﬁ""'""lT'""""'."'""""'TI"""" offen
II L. ¥ ' 'II .ll| .III
| ' - 7 mittel \\ : halb
ll?z I| III| 'I ul?z ] II| . |'I 'I-
|II / |/ hoch | ' F geschlossen
| b

Regelbasis:

Temperatur = TH == Ventil = OF

Temperatur = TM => Ventil = HA

Temparatur = TH

== Wentil = GE




Regelbasis

® Rule 1: Wenn x niedrig ist UND y niedrig ist, dann ist z
hoch

® Rule 2: Wenn x niedrig ist UND y hoch ist, dann ist z
niedrig

® Rule 3: Wenn x hoch ist UND vy niedrig ist, dannist z
niedrig

® Rule 4: Wenn x hoch ist UND y hoch ist dann ist z hoch

28
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Inferenz
Ermittlung der aktiven Regeln

® Rule1: niedrig(x)=0.68, niedrig(y)=0.39 =>
hoch(z)=MIN(0.68,0.39)=0.39 ~

® Rule2: niedrig(x)=0.68, hoch(y)=0.61 =>
niedrig(z)=MIN(0.68,0.61)=0.61

® Rule3: hoch(x)=0.32, niedrig(y)=0.39 =>
niedrig(z)=MIN(0.32,0.39)=0.32

® Ruled4: hoch( ) 0.32, hoch(y)=0.61 =>
hoch(z)=MIN(0.32,0.61)=0.32

@ Universitat Bremen
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Fuzzy Logik

Grundbegriffe

31
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Ein formales System der Fuzzy-Logik

Syntax der Fuzzy-Aussagenlogik

1.  Grundzeichen
1. Aussagenvariable

2. Die Junktoren —, Vv, A, —>, <>
3. Runde Klammern

2. Induktive Definition der Formeln (=zulassige

Ausdrucke)

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel

2. Sind A und B Formeln, so sind auch (A) und —A
Formeln.

3. Sind A und B Formeln, so sind (A vB), (A A B),
(A — B), (A < B) Formeln.

o || [T 32
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Fuzzy-Logik
Semantik der Fuzzy-Aussagenlogik

1. Jede Formel ist eine Fuzzy-Aussageform.

2. Eine Formel A heil3t n-stellig, wenn in A n
Aussagenvariable x,,...,x, vorkommen.

3. Fur eine n-stellige Formel A(x,,...,X,) berechnet sich
der Wahrheitswert bei gegeben Wahrheitswerten
o(X4),...,0( X,) gemafd

(AL %)) = A(S(x).K,5(x,))

33
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Fuzzy-Logik

Semantik der Fuzzy-Aussagenlogik

Beispiele
fuzzy-logische Negation s 0 (=A)=1-5(A)
fuzzy-logische Disjunktion ,,v*: 5 ( A vB) =max (6 (A), 6 (B))
fuzzy-logische Konjunktion ,,A“ : 5 (A A B) = min (5 (A), é (B))
fuzzy-logische Subjunktion ,,—“ :
d(a—>b)=min (1,1 + 35 (B) -5 (A))
fuzzy-logische Bijunktion ,,&“:0 (A< B)=1-|06(A)-95(B)]|.

o || [T 34
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Fuzzy-Logik

Aussage:

,Diplom-Mathematiker mit Kenntnissen in Informatik und der
Betriebswirtschaftslehre haben gute Berufsaussichten in der
Entwicklung und im Management.“

Fur Diplom-Mathematiker H. werden folgende Bewertungen
festgelegt:

B: ,,H. hat Kenntnisse in Informatik®: 6 (B) =0.9
C: ,,H. hat Kenntnisse in BWL": 5(C) = 0.7
D: ,,H. hat gute Berufsaussichten in der Entwicklung®:

o (D)=0.8
E: ,,H. hat gute Berufsaussichten im Management*:
0(E)=04

@) Universitat Bremen
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O0OW

Fuzzy-Logik

: ,H. hat Kenntnisse in Informatik®“: 6 (B) =0.9
: ,,H. hat Kenntnisse in BWL": §(C) =0.7
: ,,H. hat gute Berufsaussichten in der Entwicklung*“:

5 (D) =0.8

E: ,,H. hat gute Berufsaussichten im Management*:

5 (E) = 0.4

Der Wahrheitswert der Aussage ergibt sich dann zu:

5 (A)

@) Universitat Bremen

o((B AC) > (D vE))

min (1,1 -0 (B A C) + §(D v E))

min (1, 1 — min (6 (B), 6 (C)) + max (6 (D), 6 (C)))
min (1, 1 — min (0.,9, 0.7) + max (0.8. 0.4))

min (1,1 - 0.7 + 0.8)

min (1, 1.1)

1
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Fuzzy-Logik

erfullbar, allgemeingdltig, unerftllbar

Es sei A(Xl,K ,Xn) eine n-stellige Formel.

A(Xl,K ,Xn) heit fuzzy-logisch allgemeingultig
oder auch eine fuzzy-logische Tautologie,
wenn fur jede Belegung
(5(x)K.5(x)) der X,K,X,

5(A(x1?::,xn)):1.

@J Universitat Bremen
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Fuzzy-Logik

erfullbar, allgemeingdltig, unerftllbar

Es sei A(Xl,K ,Xn) eine n-stellige Formel.

Esheift  A(x,K,X,) fuzzy-logisch erfiillbar,
wenn es wenigstens eine Belegung
(5(x)K,8(x)) mit S(A(x,K,x,))=0

gibt.

38
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Fuzzy-Logik

erfullbar, allgemeingdltig, unerftllbar

Essei  A(x,K, X,) eine n-stellige Formel.

A(Xl,K ,Xn) heiBt fuzzy-logisch unerfiillbar,

wenn fur jede Belegung
(6(x).K,8(x,)) S(A(x,K,x,))=0

oder anders ausgedruckt —A allgemeingultig ist.

39
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Fuzzy-Logik

fuzzy-log. Aquivalenz, fuzzy-log. Implikation

Es sei A(Xl,K ,Xn) ein fuzzy-logisch allgemeingiiltiger Ausdruck,

also J(A)=1 fiirjede Belegung (5(X1),K,5(Xn))

Hat A(Xl,K ,Xn) die Form einer Bijunktion zweier zulassiger
Ausdrucke B, C, also
A(XliKixn) E B(X11K1Xn) <~ C(Xl’K’Xn)
so kennzeichnet man die fuzzy-logische Tautologie durch das
metasprachliche Zeichen ,,&“ und nennt
B(x.K.x,) < C(x,K,X,)
eine fuzzy-logische Aquivalenz.

o || [T 40
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Fuzzy-Logik

fuzzy-log. Aquivalenz, fuzzy-log. Implikation

Es sei A(Xl,K ,Xn) ein fuzzy-logisch allgemeingiiltiger Ausdruck,

also J(A)=1 fiirjede Belegung (5(X1),K,5(Xn))

Hat A(Xl,K ,Xn) die Form einer Subjunktion zweier zulassiger
Ausdrucke B, C, also
Ax. K. %) = B(xK,x) > C(x,K,x,)
so kennzeichnet man die fuzzy-logische Tautologie durch das
metasprachliche Zeichen ,, = “ und nennt
B(x.K,x) = C(x,K,x,)
eine fuzzy-logische Implikation

41
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Kommutativgesetz

Assoziativgesetz
Distributivgesetz

Absortptionsgesetz
Ildempotenzgesetz
De Morgan-Gesetz
Neutralelement

Faktorelement

@J Universitat Bremen

Fuzzy-Logik

anbebaa

an(bac)e
(@aAnb)Aac

an(bve)e
(aanb)v(anc)

an(favb)ea

ana <a
—(aAnb)e —-av-b

anlea

an0<s0

avbebva

av(bve e
(avb)vc

av(bac)e
(avb)a(avece)

av(@aanb)ea

ava<a
—(avb)e -aan-b

avl0lsa

avliel
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Fuzzy-Logik

Nachweis der De-Morgan-Gesetze

Zu zeigen ist jeweils die Gleichheit des Wahrheitswertes der
linken und rechten Seite:

d(—av—=b) = max(1-05(a),1-9(b)) do(—-aA-=-b) = min(1-05(a), 1-5(b))
= 1 - min (3(a), 5(b)) = 1 - max(d (a), 5(b))
= 1-56(anb) = 1-5(avb)
= 3(=(anb)) = d(—(av b))

o || [T 43
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Fuzzy-Logik
I Es existieren nicht ubertragbare Gesetze I

Beispielsweise sind die so genannten Komplementgesetze

((daA—-a)<=0)und((av—-acs1))

in der Fuzzy-Aussagenlogik nicht gultig, wie man direkt an speziellen

Belegungen sieht, etwa fur 5(a) = 0.4:
d(a A —a) = min(sd(a), 1 — o(a)) = min(0.4; 0.6) =0.4 =0

d(a v —a) = max(é(a), 1 — 6(a)) = max(0.4; 0.6) =0.6 = 1

il _ . 44
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