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Algebraische Strukturen

Natdrliche Ganze Rationale Reelle  Komplexe

Zahlen Zahlen Zahlen Zahlen Zahlen
N Z Q R C
Monoid* * * * * *
Gruppe * % % *
ng * * * *
Korper * * *

* = Halbgruppe
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Zahlen/Zahlenbereiche

reelle Zahlen R

rationale m)\irrationale Zahlen

ganze Zahlen Z gebrochene Zahlen
natirlichen Zahlen N negative ganze
(positive ganze Zahlen

Zahlen (und Null))
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Definition (Peano)

Die naturlichen Zahlen bilden

e eine Menge N,

e auf der eine Abbildung “: N = N erklart und

ecin Element 1 € N ausgezeichnet ist derart, dass gilt

Plvne N(n" #1)
P2Vm,neNm#n)=>(m #n")
P3 In N gilt das Prinzip der vollstandigen Induktion:

Sei E = N. Gilt
(i)1eEund(ii)VneE(MeE)>(n" k),
dann ist E = N.

1 heiBt dann Eins, “heiBt Nachfolgerbildung.
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Naturliche Zahlen als Peano - Menge

I N I |
o I |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ein Modell fur
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Das Mannchen von Giuseppe Peano

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

*Das Mannchen lebt an einer Zahlengerade von den naturlichen
Zahlen.

*Es kann nur auf den naturlichen Zahlen vorwarts gehen.

Es kann einen Schritt nur zur nachsten naturlichen Zahl
machen.
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

- °r 0 1 [ |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Das Mannchen kann immer einen Schritt vorwarts von einer
naturlichen Zahl zur nachsten naturlichen Zahl machen.

Die naturlichen Zahlen bilden eine Menge N,
auf der eine Abbildung : N = N erklart
und eine Element 1 € N ausgezeichnet ist derart
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

2 Mannchen stehen auf
Sie machen
2 Mannchen stehen wieder auf

Axiom P2: Zwei verschiedene naturliche Zahlen
haben auch verschiedene Nachfolger.
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Regel fur das Mannchen und Peano -
Axiome

@J Universitat Bremen




Regel fur das Mannchen und Peano -
Axiome

Es steht

Es

Es macht und es steht auf einer naturlichen Zahl.
Es
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

- - 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1. Das Mannchen steht auf der natirlichen Zahl 1. Es malt diese
naturliche Zahl an.
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

o -
34 5 6 /7 8 9 10

1. Das Mannchen steht auf der natirlichen Zahl 1. Es malt diese
naturliche Zahl an.

2. Wenn es auf einer naturlichen Zahl steht, macht es einen
Schritt vorwarts. Es steht auf einer naturlichen Zahl und
es malt diese naturliche Zahl an.
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

| | | | | | |
| | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Axiom P3: Eine Menge E natlrlicher Zahlen,
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

P3 In N gilt das Prinzip der vollstandigen Induktion:
Sei E = N. Gelten

(i)l1eEund (i) VneE(MeE)>(n" €b),

dann ist E = N.
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Regel fur das Mannchen und
Peano - Axiome

a)X+1=x"
b) x+y =(X+y)

a)xX.l=x
b) X.y =X.y+X

Wenn flr die naturlichen Zahlen a, b gilt: b = a +x und
X ist eine naturliche Zahl, dann gilt auch: a < b.
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Prinzip der Vollstandigen Induktion

Sei A eine Aussage oder eine Eigenschaft, die von einer
natlrlichen Zahl n abhangt. Wir schreiben auch A(n).

Wenn wir wissen, dass folgendes gilt:
(1)
Die Aussage A giltim Fall n =1 (das heildt, es gilt A(1)),

(2) Fur jede nattrliche Zahl n>1 folgt:
Gilt A(n), so gilt die Aussage A(n+1),

dann gilt die Aussage A fur alle natlrlichen Zahlen.
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Prinzip der Vollstandigen Induktion

Beweis
Sei E:={n eN; A(n) ist gultig}. Nun gilt
1) 1eE (A(1))

2)Istn eE, soistauch n” eE (A(n) 2 A(n"))

Somit gilt E = N (nach Peano-Axiom P3)
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Prinzip der Vollstandigen Induktion
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Prinzip der Vollstandigen Induktion

Beweis
Sei E:={n eN; A(n) ist gultig}. Nun gilt
1) 1eE (A(1))

2)Istn eE, soistauch n” eE (A(n) 2 A(n"))

Somit gilt E = N (nach Peano-Axiom P3)
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Erlauterung
Bedeutung der vollstandigen Induktion:

Um eine Aussage fur alle naturlichen Zahlen (also Uber
unendlich viele Objekte!) nachzuweisen, muss man nur zwei
Aussagen beweisen:

Induktionsanfang: A(l)

Induktionsschluss: A(n) = A(n+1)
A(n) heildt Induktionsannahme:

Die hinter diesem Prinzip stehende “Philosophie” ist die, dass
man in objektiv kontrollierbarer Weise uber eine Unendlichkeit
(“alle” naturlichen Zahlen) sprechen kann.
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Schema der vollstindigen Induktion

¥n € N(A(n)) | Beispiel: YneN (3[n® 4 2n) Induktionssatz

Induktionsanfang:

A(1) 1P +2-1 l1eE
Induktionsschritt:
Induktionsannahme

A(k) 3|2+ 2k ke E
Indukt immboh;ulptllllg

Alk+1) 3(k+1P° +2(k+1) k+1e E

Ak) = A(k+1)

Induktionsschluss

Beweis der Induktionsbehauptung un-
ter Verwendung der Induktionsannah-
me :

(k4153 42(k41) = E*42k4+3(k2+k+1)
Es gilt

3)k* + 2k (Induktionsannahme) und
33K+ K+ 1), also

3(E* +2k) +3(k* + k4 1), d.h
3(k+ 1) +2(k+1).

keE=k4+1cF




Anwendung: Summe der ersten n Zahlen

Problem (C.F. Gaul3): 1+2+3 +...+ 100 = ??°?

In Worten: Die Summe der ersten n positiven ganzen
Zahlen ist gleich (n+1)n/2.

Konsequenz: Man kann die Summe 1+2+3+...+n ganz
einfach ausrechnen, und es passieren kaum
Rechenfehler.
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Bewels durch vollstandige Induktion

Beweis durch Induktion nach n.
Die Aussage A(n) sei die Aussage des Satzes, also:
A(n): 1+2+3 +...+ n = n(n+1)/2.

Sowohl bei der Induktionsbasis als auch beim Induktionsschritt
zeigen wir, dass in der entsprechenden Gleichung links und
rechts das Gleiche steht.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann steht auf der linken Seite
nur der Summand 1, und auf der rechten Seite steht 2-1/2, also
ebenfalls 1. Also gilt A(1)
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Induktionsschritt

Induktionsschluss: Sei n eine naturliche Zahl > 1, und sei
die Aussage richtig fur n. Wir mussen A(n+1) beweisen, das
heildt, die Summe 1+2+3+... +(n—1) + n + (n+1) berechnen.

Wir spalten wir diese Summe auf:

1+2+3+... +(n-1) + n + (n+1)

= [1+2+3+... +(n-1) + n] + (n+1)
n(n+1)/2 + (n+1) (nach Induktion)
[In(n+1) + 2(n+1)]/2 = (n+2)(n+1)/2.

Insgesamt haben wir die Aussage A(n+1) bewiesen.
Somit gilt der Satz. N

@J Universitat Bremen



Anwendung: Summe der ungeraden
Zahlen

Beispiele:

(@)1l+3+5=9
(b)1+3+5+ ...+ 1999 = 1.000.000
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Beweis mit vollstandiger Induktion

Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann steht auf der linken Seite nur der
Summand 1, und auf der rechten Seite steht 12 =1. Somit gilt A(1).
Induktionsschluss: Sei n eine naturliche Zahl mit n > 1, und es gelte
A(n). Wir missen A(n+1) nachweisen.
Wir beginnen mit der linken Seite von A(n+1) und formen diese so lange
um, bis wir die rechte Seite von A(n+1) erhalten:

1+3+5+ ... + (2n-1) + (2n+1) = [1+3+5+ ... + (2n-1)] + (2n+1)

=n?+ (2n+1) (nach Induktion)
=n?+2n+1=(n+l)>.
Somit gilt A(n+1), und damit ist die Aussage bewiesen. [
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Zahlen/Zahlenbereiche

DARSTELLUNG DER ZAHLEN

Unterscheidung zwischen Zahl und Symbol:
z.B.funf=5, V, o, 101

Additive Darstellung
CXVIll = hundert + zehn + funf + eins + eins + eins

wurde in den alten romischen, agyptischen, griechischen und
hebraischen Zahlsystemen verwendet.

Nachteil:
* Man bendtigt viele Symbole.
«. Rechnen ist sehr schwierig.

I i 1tAa Mathematische Grundlagen fiir Geographer
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Zahlen/Zahlenbereiche

Das verbreitetste Stellensystem ist das

Dezimalsystem:
z=a,10"+a_,- 10"+ ... +a,-10+a,-10°

oder symbolisch a,a, 4..a,a,
mita € {0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}
zB.372=3-10°+7-10+2 -1
372 :10 =37 Rest 2

37 :10= 3Rest7
3:10= ORest3 = 372

I i it5 Mathermatische Grundlagen fir Geographen
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Zahlen/Zahlenbereiche

Septimalsystem:

z=b,7"tb, - 7"1+...+ b, 7+b, 70
mitb, € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

Hundertneun im Septimalsystem wird durch das Symbol 214
ausgedruckt:

2:-7°+1-7+4

109 :7 =15 Rest4
15:7 =2 Rest 1
2:7=0 Rest2 — 214

109 (Dezimalsystem) =
214 (Septimalsystem

[( i 1tAa Mathematische Grundlagen fiir Geographer
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Zahlen/Zahlenbereiche

Dualsystem:

z =, 2"C, 2"+ ..+ 2+c, 20
mit ¢, € {0, 1}

Neunundsiebzig=1-26+0-2°5+0-24+1-23+1-22+1-2+ 1

=1001111
79:2=39 Rest 1
39:2=19 Rest 1
19:2=9 Rest 1
9:2=4 Rest 1
4:2=2 Rest O
2:2=1 Rest O
1:2=0 Rest1 = 1001111

I i 1tAa Mathematische Grundlagen fiir Geographer
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Darstellung von naturlichen Zahlen

Satz Jede naturliche Zahl n besitzt zur Basisd >2 (d e N)
eine eindeutige d-adische Darstellung der Form

n=>", & d' mit0<a;<d

2003,=2-10°+0-10°+0-10"+ 3-10°
Im Rechner ublich: Binarzahlen d=2
1110, =1-2° +1.2° +1.21+0-2° =8,y + 449 + 219 =144
— Hexadezimal: d=16 oder Oktal: d=8

l@' Universitat Bremen



Die ganzen Zahlen

Die naturlichen Zahlen N sind abgeschlossen bzgl.
Summenbildung.

d.h. fur je zwei naturliche Zahlen n, m ist auch die
Summe n + m immer eine naturliche Zahl.

Die Differenz zweier naturlicher Zahlen muf} jedoch
keine naturliche Zahl sein (z.B. 3 -5 ¢ N). Um eine
Menge zu erhalten, die auch bzgl. Differenzbildung
abgeschlossen ist, mussen wir N erweitern.

Wir definieren die Menge der ganzen Zahlen wie folgt:
Z=Nu{-n|neN}

Dabel ist -n das bzgl. der Addition inverse Element

(,negatives Element®) von n, d.h. es gilt -n + n = 0.
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Rechengesetze In Z

Um mit den ganzen Zahlen rechnen zu konnen, mussen
wir auf der Menge Z noch Rechenregeln definieren.

Wir definieren (wie ublich) furn, m € N:
(-n) + (-m)=-(n+m)
(-n)-(-m)=n-m
USW.
Warum definieren wir die Rechenregeln gerade so?

Mit diesen Regeln gelten die Ublichen Gesetze (Beweis
als Ubung):
Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz,
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Wie viele ganze Zahlen gibt es?

Klar: Es gibt unendlich viele ganze Zahlen. Denn schon
N enthalt unendliche viele Zahlen.

Nicht ganz so klar: Gibt es ,mehr® ganze als naturliche
Zahlen?

1. Antwort: Ja, denn N ist eine echte Teillmenge von Z.

2. Antwort: Nein, denn die Mengen N und Z sind
,2gleichmachtig”.

Definition. Zwei Mengen A und B heilien
gleichmachtig, wenn es eine bijektive Abbildung von A
nach B gibt.

Wie konnte diese bijektive Abbildung von N nach Z
aussehen?
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Natiirliche Zahlen und ganze Zahlen

—& *r—r——0—0—0—0—0—0—0—>_
-3 2 -1 0 1 2 3 4 35 6

Gibt es mehr ganze Zahlen als natiirhche Zahlen?

Argumente pro: Doppelt so viele, und die Null

Argumente contra: Siehe Pleile



N und Z sind gleichmachtig

Satz. Die Mengen N und Z sind gleichmachtig

Beweis. Wir definieren eine Abbildung f von N nach Z wie folgt:
f(1)=0,1(2) =1, {(3) =-1,1(4) = 2, {(5) = -2, {(6) = 3, f(7) = -3, ...

-(n-1)/2  falls n ungerade
f(n) : = n/2 falls n gerade

f ist bijektiv, da gilt

f ist surjektiv: z>0: n=2z
z<0: n=-2z+1
z=0: n=1

f ist injektiv: f(m)=f(n) =2 n=m

U Universitat Bremen



Abzahlbarkelt

Definition. Eine Menge, die gleichnmachtig zu N ist,
heil3t abzahlbar.

Mit anderen Worten: Abzahlbare Mengen kann man mit
den naturlichen Zahlen numerieren.

Folgerung. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist
abzahlbar.

@J Universitat Bremen



Eigenschaften der ganzen Zahlen

Seien a und b ganze Zahlen.

Wir sagen “a teilt b” (geschrieben a | b), falls es eine ganze
Zahl z gibt mit b = z-a.

Man nennt a einen Teller von b, und b ein Vielfaches von a.

Beispiele. Es gelten die folgenden Aussagen:
2|10, -3 |21, 8|-16, —15 | -135, 2000 | 0.
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Division mit Rest

Division mit Rest. Seien a und b ganze Zahlen (b # 0).
Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen g und r mit
a=bg+r und 0<r< bl

Beispiele.
a=13,b=4 = 13=43+1 (q=3,r=1)
=-13,b=4 = -13=4--4+3 (g=-4,r=3)
a=13,b=-4 =>13=-4-3+1 (q=-3,r=1)
a=-13,b=-4 =-13=-44+3 (q=4,r=3).
Bemerkung: Die Eindeutigkeit kommt erst durch beide
Eigenschaften (a=bg +r und 0 <r<b-1) zustande.
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