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Algebraische Strukturen
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 1.1.

(i) Eine Verkniipfung T auf einer Menge A ist eine Abbildung
T:-AxA2>A
(a,b)>aTh,

die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen a, b der Menge A ein
weiteres Element (a T b) € A zuordnet.

(ii) Eine Verkniipfung T heiBt assoziativ, wenn gilt
aT (bT c) =(aT b)Tc fiiralle a, b, c € A.

(iii) Die Verkniipfung heift kommutativ oder abelsch genau dann, wenn
giltaT b=DbT a fiiralle a, b € A.

Ist eine Verkniipfung assoziativ, so liefern Ausdriicke der Form

a,T a,...T a, wohlbestimmte Elemente von A, das Resultat ist
unabhangig davon, wie man die Klammern setzt.
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 1.1.1. (Verallgemeinerung) Sei n eN,

(1) Eine n-stellige (innere) Verkniipfung T auf einer Menge A
ist eine Abbildung

T:A"S A
(a;, ...,a,) 2> T(a, ..., a,)

die jedem n-Tupel (a,, ..., a,,) von Elementen a,, ..., a, der
Menge A ein weiteres Element T (a,, ..., @) A zuordnet.

(i) Eine Menge A zusammen mit einer Menge von n;-
stelligen Verkniuipfungen T,,...,T, auf A

(n; eN, i=1,...,k) ist eine algebraische Sruktur.
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 1.2
Es seien M eine nichtleere Menge und T
eine binare Verknupfung T: M x M = M
Man nennt (M, T) eine Monoid oder Halbgruppe,
wenn qilt:
M1) (M, T) ist assoziativ, d.h.

V a,b, ceM: (aTb) Tc = aT (bTc)

Gibt es zusétzlich ein Element ee M mit
M2) V a eM: eTa=aTe=a

so heildt e ist ein neutrales Element:
Beispiel: (N,+), (N,*) sind Halbgruppen.
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 1.3

Es seien G eine nichtleere Menge,

eine binare Verknlpfung T: GxG 2> G
und e G ein Element.

Man nennt (G, T,e) eine Gruppe, wenn qilt

G1) ist assoziativ,
V a,b,ceG: (aTb) Tc = aT (bTc)

G2) e ist ein neutrales Element:
YV a eG: eTa=aTe=a

G3 Alle Elemente haben ein Inverses,
VaeGdaleG:aTa'=alTa=e
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 1.4 Seien R eine Menge und +, * binare
Verknipfungen auf R .
R heif’t Ring (mit Einselement), wenn gilt:

R1) (R,+) ist abelsche Gruppe.
R2) (R,*) ist Halbgruppe mit Einselement.

R3) Es gelten a*(b + ¢) = ab+ac und
(b+c)*a = ba + ca
fur alle a,b,c R . (Distributivgesetze)

Der Ring heiBt kommutativ, falls * kommutativ ist.
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Wie allgemein tblich bel additiv notierter

Verknupfung, bezeichnen wir das neutrale
Element von (R,+) mit O und

sprechen vom Nullelement oder der Null von R;

Das neutrale Element von (R, ¥)

heil3t Eins oder Einselement und wird in der
Regel mit 1 bezeichnet,

zur besseren Unterscheidung manchmal auch
mit 1.
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Homomorphismus
(= strukturvertragliche Abbildung)

Definition 1.5

Seien (A, T,,.., T, )und (A", T,,.., T, ) zwei Mengen mit
mit bindren Verknupfungen T,,.., T, .

Ist ¢ : A 2> A" eine Abbildung, dann nennen wir ¢ einen
Homomorphismus, falls sie die folgende Bedingung
erflllt

ViEl,.nVx;ye Agilt o(x T, y) = @(x) T, ¢(y)
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Homomorphismus
(= strukturvertragliche Abbildung)

Definition 1.5.1(Verallgemeinerung

Seien (A, T,,.., T, )und (A", T,,.., T,,) zwei Mengen mit mit
n-stelligen Verknipfungen T,,.., T, .

Ist ¢ : A> A" eine Abbildung, dann nennen wir ¢ einen
Homomorphismus, falls sie die folgende Bedingung
erfllt

Vi=1,..,ngilt
o(T: (@, ...,a,))) = (T, (@ (A4), ..., @( a,;;)) fur alle a,c A
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Homomorphismen

Definition 1.6
Seien (M, T,,.., T, )und (M, T,,.., T, ) zwei Mengen mit Verkniupfungen
T,.,T,.,und®: M-=> M ein Homomorphismus

1. Ein injektiver Homomorphismus heil3t auch Monomorphismus.

(Cf. griechisch povog einzig, z.B. der Monarch als Alleinherrscher.)

2. Ein surjektiver Homomorphismus heif3t auch Epimorphismus.

(Cf. griechisch €1 darauf, z.B. das Epizentrum eines Erdbebens, das

auf der Erdoberflache "uber dem Zentrum im Erdinneren liegt.)

3. Ein bijektiver Homomorphismus heif3t auch Isomorphismus.

(Cf. griechisch 100¢ derselbe, z.B. Isotop als Element am selben Platz des

Periodensystems.)
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Homomorphismus
Beispiel: Gruppenhomomorphismus

Definition 1.7

Seien G und G" zwei Gruppen, wobei die jeweiligen neutralen
Elemente mite € G bzw. mite” e G bezeichnet seien.

Ist @ : G 2 G eine Abbildung, dann nennen wir ¢ einen
Gruppenhomomorphismus, falls sie die folgende Bedingung
erflllt

V x; y € G gilt o(x*y) = @(x) *@(y

und in diesem Fall erfulllt ¢ sogar die beiden weiteren
Eigenschaften

@(e) = e und @(x") = @(x)"!
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Homomorphismus
Beispiel: Ringhomorphismus

Definition 1.8 Es seien R; S zwei Ringe. Unter
einem Ringhomorphismus

von R nach S versteht man eine Abbildung
¢ : R > S mit
Vx;y € R
P(x +y) = ¢(x) + ¢(y);
P(x *y) =o(x) * ¢(y) :
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Monide, Gruppen, Ringe, Koérper

Definition 2.1

Es seien G eine nichtleere Menge,

eine AbbildungTT . GxG 2> G

und e G ein Element.

Man nennt (G, T,e) eine Gruppe, wenn gilt

G1) ist assoziativ,
V a,b,ceG: (aTb) Tc = aT (bTc)

G2) e ist ein neutrales Element:
V a eG: eTa=aTe=a

G3 Alle Elemente haben ein Inverses,
VaeGdaleG:aTa'=alTa=e
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Grundlegende Definitionen und Beispiele

2.3 Beispiele fiir Gruppen

* Die ganzen Zahlen Z mit der Addition,{ Z, 4,0 ]
*Die rationalen Zahlen Q ohne Null mit der Multiplikation (Q\Y0},*,1)

*Flr jede nichtleere Menge M st die Menge
S(M) .= {f: M > M| f bijektiv}

aller bijektiven Selbstabbildungen mit der

Abbildungskomposition eine Gruppe. S(M) heil3t

die symmetrische Gruppe auf M,

ihre Elemente heilden Permutationen von M.
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2.4 Satz:

Die Menge S(M) der bijektiven
Abbildungen Uber einer nicht leeren
Menge ist eine Gruppe bzgl. der
Hintereinanderausfihrung von
Abbildungen als Verknupfung.
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Als Produkt zweier Permutationen ¢

und TT aus S, erhalt man fur das A2 «=m i A2 -~ m
Produkt @™ TT ) )
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Beispiel

Bemerkung:



