Das Halteproblem

» Eingabe: Ein while-Programm P und eine Eingabe

a fur P
» Ausgabe: 1, falls P mit der Eingabe a halt
0O, sonst.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

» Das Problem, ob ein Programm halt, wenn es auf den
eigenen Index angewendet wird, ist nicht losbar, d.h.:

Die Funktion HALTEPROBLEM : N — N, die definiert ist
fur alle » € N durch

1 wenn SEM (7)) definiert ist

HALTEPROBLEM (1) = { 0 sonst

ist nicht berechenbar.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

Beweisskizze

» Annahme: HALTEPROBLEM ist berechenbar durch das
while-Programm HALT1.

» Betrachte das Programm KONFUS:
begin HALT'1:
while X1 # 0 do X1 := X1

end

» Sei 7 der Index von KONFUS. Dann gilt
> KONFUS(j) hilt = HALT1(j) = 0 — KONFUS(;) hilt nicht.
> KONFUS(j) hilt nicht = HALT1(j) = 1 = KONFUS(j) hilt.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems 4

Unlosbarkeit des allgemeinen Halteproblems

» Das Problem, ob ein Programm auf eine beliebige Eingabe
halt, ist nicht |6sbar, d.h.:

Die Funktion HALTEPROBLEM?2: N X N — N mit

1 wenn SEM;(7)
HALTEPROBLEM?2(1, 7) = definiert ist
0 sonst

ist nicht berechenbar.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

Beweisskizze

» Annahme: HALTEPROBLEM?2 wird durch HALT?2

berechnet.

» Reduktion von HALTEPROBLEM auf

HALTEPROBLEM?2:
Eingabe fuer : ; /
_ =| ¢ Eingabe ﬁjg__ HALT? r
HALTEPR. HALTEPR.2 Nl [}\

Gesucht ist f: N — N X N total und berechenbar, so dass
HALTEPROBLEM (i) = HALTEPROBLEM?2( f(%)).

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

6

Eingabe fuer Eingabe fuer
=l f | —EE NG| AT
HALTEPR. HALTEPR.2 S

cul
K
» Definiere f(2) = (7.,7). Dann gilt: f ist total und
berechenbar® und

HALTEPROBLEM (%)

[ 1 wenn SEM,(7) definiert ist

] 0 sonst

= HALTEPROBLEM?2(f(7))

* Ein bisschen gemogelt, da bei uns berechenbare Funktionen keine

Paare ausgeben kénnen; ist aber leicht zu beheben.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems 7
Eingabe fuer Fineabe fuer ,..«-/
>| f [ 208 TS HALT? 1
HALTEPR. HALTEPR.2 N [}\
» Wir erhalten:
HALTEPROBLEM? berechenbar —
HALTEPROBLEM berechenbar. (Widerspruch)
Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 W



Moch mehr unleshare Prebleme

Das Korrektheitsproblem

» Eingabe: Ein while-Programm P und eine Funktion

f:N - N
» Ausgabe: 1, falls PP die Funktion f berechnet.
0 sonst.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Moch mehr unlosbare Probleme 10
Das Aquivalenzproblem
» Eingabe: Zwei while-Programme P und P’
» Ausgabe: 1, falls SEMp = SEM pr.
O, sonst.
Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5.Februar 2007 W



Moch mehr unleshare Prebleme 11

Der Satz von Rice

» Eingabe: Ein while-Programm P und eine (nicht triviale)
Eigenschaft £ berechenbarer Funktionen.

» Ausgabe: 1, falls P Eigenschaft £ erfiillt.
O, sonst.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Moch mehr unleshare Prebleme

Sei M die Menge aller berechenbaren Funktionen.

Beispiele fiir nicht triviale Eigenschaften:
e {f e M| f(x)=3fiir alle z € N}
e {f e M| fisttotal}

Eine Eigenschaft £ C M ist nicht trivial, falls E # ()
und £ # M.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Existenz eines universellen
while-Programms — ein
losbares Problem



Universelle Funktion

Universelle Funktion

» Eingabe:
o Index 1 eines while-Programms

o (w1,...,7;) EN
» Ausgabe: SEM ;(x1,...,z;)
7
_ SEﬂ-iri(il‘-l, PR ;l?j}
(1,...,25) interpret

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Universelle Funktion

15

Berechenbarkeit der universellen Funktion

Theorem
Die partielle Funktion interpret: N'*! — N, die fiir alle
7 € N definiert ist durch

interpret (i, x1, ..., x;) = SEM(x1, ..., x;),

ist berechenbar.

Beachte: Gemall der Churchschen These ist interpret
berechenbar, falls es einen Algorithmus fiir
interpret gibt.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Universelle Funktion 16

PASCALchen-Interpreter als universelle

Funktion
INTERPRETER
?-_ L P
AUFZAHLUNG
- ) INTERPRETER,
SEJ»II(TL st ::rj)

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Universelle Funktion

Algorithmus fur INTERPRETERy

SEﬂer(:mlr .. :"T'.jj

INTERPRETERy

(x1,...,25)

1. Wandle das k-variable Programm P in sein
Flussdiagramm um.

2. Wandle (xy,...,2;) in eine Eingabe a um.
3. Berechne P fiir Eingabe a.
4. Gib bei Termination den Wert von X1 aus.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Effektive Aufzahlbarkeit 17

Effektivitit von AUFZAHLUNG

T N P n
AUFZAHLUNG

1. B(n): algorithmisch bestimmbar

2. decode(B(n)); algorithmisch bestimmbar

3. Ist decode(B(n)) ein while-Programm?: algorithmisch
entscheidbar

Sabine Kuske: while-Programme; 29 Januar 2007 w



Universelle Funktion

Universelle Funktion

» Eingabe:
o Index 1 eines while-Programms

o (w1,...,7;) EN
» Ausgabe: SEM ;(x1,...,z;)
7
_ SEﬂ-iri(il‘-l, PR ;l?j}
(1,...,25) interpret

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Grenzlinien zwischen
Berechenbarem und
Unberechenbarem



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem 19
Die Funktion
halty (2, y) y wenn SEM . (x) definiert ist
walt1(x,y) =
1 sonst
ist berechenbar.
» Algorithmus: (1) Berechne P,(z). (2) Gib vy aus.
Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 W



Die Funktion

y wenn SEM ,.(x) definiert ist
0 sonst

halty(z, y) = {

ist nicht berechenbar.

» Reduktion von HALTEPROBLEM auf halts:

Definiere f(7) = (7,1) (total und berechenbar). Dann gilt
HALTEPROBLEM (i) = halty(f(7)).

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem

21

Die Funktion

halts(x,y) = {
g

ist berechenbar, fall

f(y) wenn SEM ,.(x) definiert ist

(y) sonst

S

g(y) definiert = f(y) definiert und f(y) = g(y).

Beispiel

1 sonst

1 sonst.

2 fur v < 200 2 fiir y < 100
ﬂM{J ! MM{J /

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem

Die Funktion

halts(z. y)

{

f(y) wenn SEM . (x) definiert ist
g(y) sonst

ist berechenbar, falls

g(y) definiert — f(y) definiert und f(vy) = g(y).

» Algorithmus (Skizze):
(a) Berechne gleichzeitig g(y) und SEM ,(x).

(b) Terminiert eines von beiden, gib f(y) aus.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem

4
1 wenn P, mit Eingabe y nach
halty(z,y, z) = X spatestens z Schritten halt
0 sonst
\

ist berechenbar.

» Algorithmus (Skizze):
(a) count:=0

(b) Solange count < z und die Berechnung von P,(x) noch nicht zu
Ende ist:

i. berechne nichsten Schritt von P,(x)
ii. count := succ(count)

(c) Falls die Berechnung von P,(z) zu Ende ist, gib 1 aus, sonst 0.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem 24

Ein merkwiirdiges Beispiel

4
1 wenn 7 eine Ser — Sequenz
foggy(x) = ¢ der Lange x enthalt
0 sonst.
\

1. Fall: m enthalt ber-Sequenzen beliebiger Lange:
foggy(x) =1 fiir alle x.

2. Fall: Maximale ber-Sequenz in m hat die Lange k:

1 wenn x < k

qqy(xr) =
foggy(x) 0 sonst.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Grenzlinien zwischen Berechenbarem und Unberechenbarem

— fogqgy berechenbar.
Problem: Man weiB3 nicht, welcher Fall zutrifft.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung und Ausblick



Zusammenfassung

27

Zusammenfassung

Dieser Kurs beinhaltete folgende Themen:
1. Automatentheorie

2. Formale Sprachen

3. Berechenbarkeit

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung 28

Endliche Automaten
» erkennen genau die regularen Sprachen

» Aquivalenz von nichtdeterministischen und
deterministischen endlichen Automaten (Potenzautomat)

» korrekte Ubersetzung in rechtslineare Grammatiken
» schnelle Worterkennung,

» werden in vielen Bereichen praktisch eingesetzt
(Model-Checking, UML, XML-Parser,
Kontrollbedingungen usw.),

» konnen keine gangigen Programmiersprachen erkennen

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Zusammenfassung

29

Kellerautomaten

» erkennen genau die kontextfreien Sprachen

» deterministische Kellerautomaten konnen weniger
Sprachen erkennen als nichtdeterministische

» konnen Programmiersprachen erkennnen

» deterministische Kellerautomaten werden im Compilerbau
eingesetzt

» konnen nicht alle algorithmisch beschreibbaren Sprachen
erkennen

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung

30

Regulare Ausdriicke

» Beschreibungsmittel fiir die regularen Sprachen

» finden Anwendung im Compilerbau, Softwaretechnik,
Webbrowsern usw.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung 31

Grammatiken

» kontextfreie Grammatiken
o erzeugen genau die kontextfreien Sprachen

o lange Ableitungen lassen sich in viele kleine zerlegen
(Kontextfreiheitslemma)

o korrekte Ubersetzung in Kellerautomaten
» Rechtslineare Grammatiken

o sind eine Teilmenge der kontextfreien Grammatiken

o erzeugen genau die reguldren Sprachen
o erzeugen Worter von links nach rechts

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Zusammenfassung

Sprachklassen

alle Sprachen

kontextfreie
Sprachen

{w$w| w besteht aus
mindestens 2 Zeichen}

{wStrans(w)}

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung 33

Regulare Sprachen

» werden von endlichen Automaten erkannt

» werden von reguldren Ausdriicken beschrieben

» werden von rechtslinearen Grammatiken erzeugt

» geniigend lange Worter sind pumpbar (Pumping-Lemma)
» Wortproblem entscheidbar

» Leerheitsproblem entscheidbar

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Zusammenfassung 34

Kontextfreie Sprachen

» werden von Kellerautomaten erkannt
» werden von kontextfreien Grammatiken erzeugt

» geniigend lange Woérter sind pumpbar (Pumping-Lemma)

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Zusammenfassung

Abschlusseigenschaften regularer und
kontextfreier Sprachen

Regular | Kontextfrei
Vereinigung + +
_|_
_|_

Konkatenation
Kleene Hiille
Durchschnitt
Komplement

Differenz

+ + 4+ + +

+: In diesem Kurs behandelt.

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Zusammenfassung 36

Berechenbarkeit

» while-Progamme als Berechenbarkeitsmodell
» Churchsche These

» Effektive Aufzdhlbarkeit der while-Programme
» Unlosbarkeit des Halteproblems

» Existenz eines universellen while-Programms

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



Aushblick
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Ausblick

Theoretische Informatik 2 umfasst folgende Themen:
» Formale Sprachen (Fortfiihrung)

» Berechenbarkeit (Fortfiihrung)

» Komplexitatstheorie

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Aushblick

Formale Sprachen

» Welche allgemeineren Grammatiktypen gibt es, und wie
hangen diese mit den bisher betrachteten zusammen?

» Fiir welche Sprachklassen ist das Wortproblem (noch)
entscheidbar?

» Algorithmen fir die Losung des Wortproblems

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Aushblick
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Berechenbarkeit

» Weitere Berechenbarkeitsmodelle (Turingmaschinen,
rekursive Funktionen)

» Zusammenhang zu while-Programmen

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007



Aushblick 40

Komplexitatstheorie

» Wie lange dauert es mindestens und hochstens, bis ein
Computer ein Problem berechnet hat?

» Welche Berechnungszeiten sind (noch) akzeptabel?

» Wie komplex sind konkrete Algorithmen, wie z.B.
Sortieren oder Matrizenmultiplikation?

Sabine Kuske: Berechenbarkeit; 5. Februar 2007 w



