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III  Induktive Statistik: Schätzen und Testen

7  Anwendung bestimmter theoretischer
Verteilungen



1. Beispiel für Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Von einem Fluss sind langjährig die Pegelstände gemessen worden. Aus diesen Daten 
lässt sich nun der mittlere Pegel (arithmetisches Mittel) und die mittlere Schwankung 
der Pegelstände (Standardabweichung) berechnen. 
Zum Schutz vor Überschwemmungen wurde die Eindeichung des Flusses beschlossen, 
wobei die Höhe des Deiches diskutiert wird:

Einerseits soll der Deich so hoch sein, dass das Überschwemmungsrisiko gering 
und die Schutzfunktion des Deiches gewährleistet ist.
Andererseits sollen die Kosten für den Deichbau so niedrig wie möglich sein.

Gesucht wird ein Kompromiss, der ein gewisses Überschwemmungsrisiko toleriert

Angenommen man einigt sich auf eine 99%ige Sicherheit. 
Das heißt, dass 99% der bisherigen Jahreshöchststände unterhalb der Deichkrone 
bleiben und nur ein so genanntes Jahrhundertereignis, das einmal in 100 Jahren 
auftritt, würde zur Überschwemmung führen.

Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung lässt sich aus dem Daten der Messreihe
berechnen, welche Höhe des Deiches diesen 99%igen Schutz gewährleistet.



2. Beispiel für Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Oberböden in der Nordeifel werden anhand von 20 Proben auf ihren Zinkgehalt 
geprüft und mit dem Standardwert für Zink in Tongesteinen verglichen.

Der Mittelwert der Proben liegt unterhalb des Standardwerts für Zink in Tongesteinen.

Frage: 
Ist dieser Unterschied zufällig, weil die Zahl der Proben zu gering ist und die Proben 
somit bezüglich ihres Zinkgehaltes nicht repräsentativ sind oder ist der Unterschied 
trotz der geringen Probenzahl nicht zufällig (signifikant) und der Boden in der Nordeifel 
kann als relativ arm an Zink eingestuft werden?
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Es gilt:

• Die Wahrscheinlichkeit ist immer eine Zahl zwischen 0 und 1:
0 ≤ W ≤ 1.

• Die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist immer 1
Beispiel einmaliges Würfeln: 
W(X=1) + W(X=2) + ... + W(X=6) = 1/6 + 1/6 +...+1/6  =  1

• Ein sicheres Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1, also 
W (X=a) = 1
Beispiel einmaliges Würfeln: W (X=1,2,3,4,5,6) = 1

• Ein unmögliches Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 0, also
W (X=a) = 0
Beispiel einmaliges Würfeln: W (X=7) = 0.
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Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 
beim dreimaligen Würfelwurf
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mit δ = Standardabweichung und
µ = tatsächlicher Mittelwert.
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Die Standardnormalverteilungsfunktion
führe z-Transformation (Standardisierung) durch:



Quelle: Bahrenberg et al. 1999, S. 224-225
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Linksseitige Wahrscheinlichkeit der 
Standardnormalverteilung.

Beispiele für linksseitige Wahrscheinlichkeiten
a) φ (0,5) = W( Z ≤ 0,5) = 0,6915 = 69,15% 
b) φ (2) = W( Z ≤ 2) = 0,9772 = 97,72%
c) φ (-1) = W( Z ≤ -1) = 1 - φ (1) = 1 - 0,8413 = 0,1587 = 15,87%

Es gilt: φ(-z) = 1 - φ(z)



Zentrale Wahrscheinlichkeit der 
Standardnormalverteilung.
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Beispiele für zentrale Wahrscheinlichkeiten:
a) D(0,5) = W( -0,5 ≤ Z ≤ 0,5) = 0,3829 = 38,29%
b) D(1,0) = W( -1,0 ≤ Z ≤ 1,0) = 0,6827 = 68,27%



Rechenbeispiel für eine Über- und 
Unterschreitungswahrscheinlichkeit:

(übernommen von Dr. Merja Hoppe, Universität Marburg)

Ein Fluss soll eingedeicht werden, um ein Gebiet vor Überschwemmungen zu 
schützen. Aus langjährigen Messreihen der jährlichen Höchstwasserstände wurden
folgende Werte ermittelt:

Mittelwert: µ = 4 m
Standardabweichung: σ = 2m

Gehen Sie davon aus, dass die jährlichen Höchststände normalverteilt
sind.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit überschreitet der jährliche
Höchstwasserstand die Marke von 7m?

b) Welchen Mindestwert erreicht das sogenannte 100jährige Hochwasser?

c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die jährlichen  
Höchstwasserstände zwischen 4m und 7m liegen?



7.2 t-Verteilung und t-Test

Quelle: Bahrenberg et al. (1999), S. 105

Die t-Verteilung (für FG=3) im Vergleich zur Standardnormalverteilung



Quelle: Bahrenberg et al. 1999, S. 226

t-Verteilung für verschiedene Signifikanzniveaus
und Freiheitsgrade



Freiheitsgrade (FG)
Der Freiheitsgrad einer Prüfverteilung ist die Anzahl der Stichprobenelemente, 
die zur Berechnung eines statistischen Parameters aus der Stichprobe notwendig 
sind.

Beispiel: Wird als Prüfgröße der Mittelwertes einer Stichprobe errechnet, 
so sind dazu alle Stichprobenelemente n erforderlich. Entsprechend ist der 
Freiheitsgrad FG = n.

Für die Standardabweichung werden noch n-1 Elemente der Stichprobe gebraucht, 
denn das letzte Element lässt sich theoretisch aus dem zuvor bestimmten Mittelwert 
berechnen. Also FG = n-1.

Allgemein gilt : Der Freiheitsgrad ist gleich der Anzahl der Stichprobenelemente 
minus der Anzahl der bereits bestimmten statistischen Parameter, die zur 
Berechnung weiterer Parameter notwendig sind.



Allgemeines Testverfahren: Anwendungsbeispiel t-Test

Die Oberböden in der Nordeifel werden anhand von n = 20 Proben auf ihren 
Zinkgehalt geprüft und mit dem Standardwert für Zink in Tongesteinen 
verglichen. Dieser Standardwert liegt bei a = 95 ppm (Tongesteinstandard)

Der Mittelwert der 20 Proben unterscheidet sich vom Standardwert.
Er liegt bei µ = 91 ppm,
die Standardabweichung der 20 Proben beträgt    σ = 10 ppm.

Frage: Liegt dieser Unterschied im Zufallsbereich (z.B. wegen einer zu 
geringen Zahl der Proben) und die Proben sind bezüglich ihres Zinkgehaltes 
nicht repräsentativ oder ist der Unterschied nicht zufällig (signifikant) und 
der Boden in der Nordeifel ist relativ arm an Zink?



Gegeben:
Standardwert für Zink in Tongesteinen: a = 95ppm
20 Proben mit µ = 91 ppm,

und   σ = 10 ppm.

Frage: Liegt dieser Unterschied im Zufallsbereich (z.B. wegen einer zu geringen Zahl der Proben) und die 
Proben sind bezüglich ihres Zinkgehaltes nicht repräsentativ oder ist der Unterschied nicht zufällig 
(signifikant) und der Boden in der Nordeifel ist relativ arm an Zink?

Lösungsweg:
Führe einseitigen t-Test durch, weil die Richtung der Abweichung (< oder >) 
In diesem Fall klar ist, denn der Mittelwert der Messwerte ist kleiner als der 
Referenzwert. Abweichungen nach oben müssen also nicht betrachtet werden.



a) Formulierung der Hypothesen H0 (Nullhypothese) und HA (Alternativhypothese)

H0: Zwischen dem Tongesteinstandardwert und dem Mittelwert der Stichprobe besteht 
kein signifikanter Unterschied. (Die Abweichung ist zufällig durch die 
Stichprobenauswahl bestimmt). 

HA: Der Stichprobenwert ist signifikant kleiner als der Standardwert.

b) Festlegung des Signifikanzniveaus (α)
α = 5%: signifikant *
α = 1%: sehr signifikant **
α = 0,1%: hochsignifikant ***

Beispiel:
Der Mittelwert der Stichprobe soll zum α = 5% Signifikanz-Niveau getestet werden.



c) Bestimmung der Prüfgröße hinsichtlich der Abweichung  und des 
entsprechenden Vergleichswertes aus der Tabelle der t-Verteilung 

Die Prüfgröße für einen solchen Mittelwerttest lautet:

n/σ
aμt −

=
mit µ = Mittelwert der Stichprobe

a = Vergleichswert, an dem die Abweichung
bemessen werden soll

σ = Standardabweichung der Stichprobe
n = Stichprobenumfang.

Die Zahl der Freiheitsgrade beträgt FG = n-1 = 19, 
weil in die Prüfgröße die Standardabweichung der Stichprobe enthält. 

Lese aus der Tabelle für die t-Verteilung den entsprechendem Wert für FG=19 und ein 
Signifikanzniveau α = 5% ab:

t5%;19 = 1,73

Wenn nun die Abweichung der Prüfgröße den Wert t5%;19 = 1,73  übersteigt, dann liegt 
keine zufallsbedingte, sondern eine systematische (signifikante) Abweichung vor.



d) Berechne t für die Werte der Stichprobe
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e) Ergebnis und Antwort:

t = 1,7889 > 1,73, = t5%,19

Der errechnete Wert liegt außerhalb der vorgegebenen Prüfgröße. Die Zinkarmut 
in den 20 Bodenproben der Nordeifel ist also gegenüber dem Standardwert keine 
zufällige, sondern eine signifikante Abweichung (Signifikanzniveau 5%). 

Mit anderen Worten: 
Die Irrtumswahrscheinlichkeit, dass die Böden der Nordeifel zinkarm sind, 
beträgt 5%.



Frage: Ist die Abweichung auch sehr signifikant ** oder gar hochsignifikant ***? 

Vergleiche die Prüfgröße  t = 1,7889 mit den Vergleichswerten für ein 
Signifikanzniveau α = 1% und α = 0,1%

Es gilt:             t = 1,7889 < t1%,19 = 2,54 
und      t = 1,7889 < t0,1%,19 = 3,58

Daher ist die Abweichung nur signifikant zum Signifikanzniveau α = 5%, 
aber nicht sehr Signifikant (Signifikanzniveau α = 1%) oder gar hochsignifikant 
(α = 0,1%). 



Der durchschnittliche Intelligenzquozient (IQ) liegt bei 100. 
In den beiden Statistik-Übungen wurden für die Teilnehmer die folgende Werte ermittelt:
Kurs A: n = 33 Kurs B: n = 71

µ = 105 µ = 103
σ = 11 σ = 9

Testen Sie für jeden Kurs, ob die Abweichungen signifikant sind und wenn ja, zu 
welchem Signifikanzniveau.

2. Beispiel
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